
Feuilles d'exercices n�7 : Convergence de suites

Exercice

Donner un équivalent, le plus simple possible, de chacune des suites suivantes :

1. un =
5n− n2 + 2n7

n8 − 3n + 12
2. un =

√
n + 3−

√
n

3. un =
n2

√
n2 + n + 1

4. un = e−n + e−2n

5. un =
2
√

n + e3n − 5 ln n

n2 − 3 ln(2n4)

6. un =
1
n2

+ e−3n

7. un = ln
(

1− 2
n2

+
1
n

)
8. un = ln(1 + n3)

9. un =
(

1 +
1
n2

)n

Exercice

On considère la suite (Sn) dé�nie pour n > 1 par Sn =
k=n∑
k=1

1√
k
.

1. Montrer que ∀n > 1,
1√

n + 1
6 2(

√
n + 1−

√
n) 6

1√
n
.

2. À l'aide de la question précédente, déterminer la limite de la suite (Sn).

3. On pose désormais un = Sn− 2
√

n. Démontrer à l'aide du théorème de convergence monotone
que (un) converge.

4. En déduire un équivalent simpple de Sn.

Exercice

On considère la suite (un) dé�nie par u0 = 1 et ∀n ∈ N, un+1 = 2nun. On dé�nit également la

suite auxiliaire vn =
un

2
n(n−1)

2

. Étudier la convergence de la suite (vn), puis en déduire une équivalent

de la suite (un).
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Exercice

Soit f la fonction dé�nie sur R∗ par f(x) = x + lnx.

1. Montrer que f est bijective.

2. En déduire que l'équation f(x) = na une unique solution, notée xn, pour tout entier n (ne
cherchez pas à la calculer, vous n'y arriverez pas).

3. Expliquer pourquoi la suite (xn) est croissante, et quelle est sa limite.

4. Déterminer un équivalent simple de xn.

Exercice (d'après EML)

On considère la fonction f : x 7→ x2 + 4x + 2 et une suite (un) véri�ant la relation de récurrence
un+1 = f(un) (u0 étant un réel quelconque).

1. Étudier les variations de la fonction f , et déterminer le nombre d'antécédents par f d'un réel
m en fonction des valeurs de m. Résoudre en particulier f(x) = −1.

2. Montrer qu'il existe trois valeurs de u0 pour lesquelles la suite (un) est stationnaire (c'est-à-dire
qu'elle est constante à partir d'un certain rang).

3. Montrer que, ∀n ∈ N, un+1 + 2 = (un + 2)2. En déduire la nature de la suite (un) selon la
valeur de u0.

Exercice (d'après EDHEC)

On considère, pour tout entier naturel n, la fonction fn dé�nie par fn(x) = x5 + nx− 1.

1. Étudier les variations de fn.

2. Montrer que, ∀n > 1, il existe un unique réel un tel que fn(un) = 0.

3. Montrer que un 6
1
n

et en déduire la convergence de la suite (un).

4. Montrer que un ∼
1
n
.

5. Déterminer un équivalent simple de
1
n
− un.

Exercice

Soit (un) une suite bornée. On introduit alors deux suites auxiliaires dé�nies par an = max(u0, u1, . . . , un)
et bn = min(u0, u1, . . . , un).

1. Montrer que les suites (an) et (bn) sont convergentes.

2. Que peut-on dire de la suite (un) si elles ont la même limite ?

3. On pose désormais cn = max(un, un+1, un+2, . . . , u2n). Cette suite est-elle nécessairement
convergente ?

Exercice

Soit (un) une suite convergeant vers une limite �nie l. Montrer que la suite (vn) dé�nie par

vn =
1
n

k=n∑
k=1

uk (autrement dit, vn est la moyenne des n premiers termes de la suite (un)) converge

également vers l (commencez par le cas plus facile où l = 0, et revenez à la dé�nition de la limite).
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Et pour �nir en beauté, deux (extraits de) sujets de concours, à peine retouchés (une ou deux
questions que vous ne pouvez pas faire ont été supprimées).

EMLyon 1991, Exercice 2

Soit f : R → R

x 7→ f (x) =
x + 1√
x2 + 1

− 1

I. Etude de f.

1. Former le tableau de variation de f

2. (a) Résoudre l'équation f (x) = x, d'inconnue x ∈ R
(b) Résoudre l'équation f (x) 6 x, d'inconnue x ∈ R

3. Tracer la courbe représentative (C) de f dans un repère orthonormé d'unité 5cm, et préciser
la position relative de (C) et de la première bissectrice (on ne cherchera pas d'éventuels points
d'in�exion)

II. Etude d'une suite récurrente.

On considère la suite (un)n∈N dé�nie par : u0 ∈ R et pour tout entier n, un+1 = f (un)

1. Que dire de (un)n∈N si u0 = −1 ou u0 = 0 ?

2. On suppose ici u0 < −1.

(a) Montrer que ∀n ∈ N, un < −1

(b) En déduire que (un)n∈N est croissante.

(c) Montrer que (un)n∈N converge vers un réel que l'on déterminera.

3. On suppose ici −1 < u0 < 0.
Montrer que (un)n∈N converge et déterminer sa limite.

4. On suppose ici u0 > 0.
Sans en donner de démonstration, quel résultat obtiendrait-on concernant la convergence de
(un)n∈N dans ce cas ?

Maths III HEC/ESCP 2002, Parties A et B du problème

Pour toutes suites numériques u = (un)n∈N et v = (vn)n∈N, on dé�nit la suite u× v = w par :

∀n ∈ N, wn =
n∑

k=0

uk vn−k

Partie A : Exemples

1. Premiers exemples

Pour tout entier naturel n, calculer wn en fonction de n dans chacun des cas suivants :

(a) pour tout entier naturel n, un = 2 et vn = 3.

(b) pour tout entier naturel n, un = 2n et vn = 3n.
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2. Programmation

Dans cette question, les suites u et v sont dé�nies par : ∀n ∈ N, un = ln(n + 1) et vn =
1

n + 1
.

Écrire un programme en Turbo-Pascal qui demande à l'utilisateur une valeur de l'entier naturel
n, qui calcule et a�che les valeurs w0, w1, . . . , wn.

3. Un résultat de convergence

Dans cette question, la suite u est dé�nie par : ∀n ∈ N, un =
(

1
2

)n

et v est une suite de réels

positifs, décroissante à partir du rang 1 et de limite nulle.

(a) Établir, pour tout couple d'entiers naturels (n, m) véri�ant n < m, l'inégalité :
m∑

k=n+1

uk 6 un

(b) Soit n un entier strictement supérieur à 1. Prouver les inégalités :

w2n 6 v0 u2n + 2vn + v1 un et w2n+1 6 v0 u2n+1 + 2vn+1 + v1 un

(c) En déduire que les deux suites (w2n)n∈N et (w2n+1)n∈N convergent vers 0 ainsi que la
suite (wn)n∈N.

(d) Soit u′ la suite dé�nie par : ∀n ∈ N, u′n =
(
−1

2

)n

. À l'aide de la question précédente,

montrer que la suite u′ × v est convergente et de limite nulle.

Partie B : Application à l'étude d'un ensemble de suites

Dans cette partie, A désigne l'ensemble des suites a = (an)n∈N de réels positifs véri�ant :

∀n ∈ N×, an+1 6
1
2
(an + an−1)

1. Montrer que toute suite décroissante de réels positifs est élément de A et qu'une suite stricte-
ment croissante ne peut appartenir à A.

2. Soit z = (zn)n∈N une suite réelle véri�ant : ∀n ∈ N×, zn+1 =
1
2
(zn + zn−1).

(a) Montrer qu'il existe deux constantes réelles α et β telles que l'on a :

∀n ∈ N, zn = α + β

(
−1

2

)n

(b) En déduire qu'il existe des suites appartenant à A et non monotones.

3. Soit a = (an)n∈N un élément de A et b la suite dé�nie par : ∀n ∈ N, bn =
(
−1

2

)n

.

On dé�nit alors la suite c par : c0 = a0 et ∀n ∈ N×, cn = an +
1
2
an−1.

(a) Montrer que la suite c est décroissante à partir du rang 1 et qu'elle converge vers un
nombre ` que l'on ne cherchera pas à calculer.

(b) Pour tout entier naturel n, établir l'égalité :
n∑

k=0

(
−1

2

)k

cn−k = an.

Que peut-on en déduire pour les suites b× c et a ?

(c) Soit ε la suite dé�nie par : ∀n ∈ N, εn = cn − ` et d la suite b× ε.
En utilisant le résultat de la question 3. de la Partie 1, montrer que la suite d converge
vers 0.

(d) Pour tout entier naturel n, établir l'égalité : dn = an −
2
3
`

(
1−

(
−1

2

)n+1
)
.

En déduire que la suite a converge et préciser sa limite.
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Feuilles d'exer
i
es n�7 : 
orrigé
Exer
i
e 1 (*)1. 5n − n2 + 2n7

n8 − 3n + 12
∼ 2n7

n8
∼ 2

n2. √
n + 3 −√

n =
n + 3 − n√
n + 3 +

√
n

=
3

√
n(
√

1 + 3
n

+ 1)
∼ 3

2
√

n3. n2

√
n2 + n + 1

∼ n2

n
∼ n4. e−n + e−2n ∼ e−n5. 2

√
n + e3n − 5 ln n

n2 − 3 ln(2n4)
∼ e3n

n26. 1

n2
+ e−3n ∼ 1

n27. ln

(

1 − 2

n2
+

1

n

)

∼ − 2

n2
+

1

n
∼ 1

n8. ln(1 + n3) ∼ n39. (1 +
1

n2

)n

= en ln(1+ 1
n2 ). Or n ln

(

1 +
1

n2

)

∼ n× 1

n2
∼ 1

n
. On ne peut pas passer 
et équivalentà l'exponentielle, mais on peut en déduire que la suite (un) tend vers 1 (
e qui est dansl'exponentielle tend vers 0), don
 un ∼ 1.Exer
i
e 2 (**)1. En e�et, 2(

√
n + 1 − √

n) =
2(n + 1 − n)√
n + 1 +

√
n

=
2√

n + 1 +
√

n
. Or, 
omme √

n +
√

n 6
√

n +

√
n + 1 6

√
n + 1 +

√
n + 1, on a 1

2
√

n + 1
6

1√
n + 1 +

√
n

6
1

2
√

n
, d'où l'en
adrementsouhaité en multipliant tout par 2.2. En utilisant l'inégalité de droite de la question pré
édente, on obtient 2

k=n
∑

k=1

(
√

k + 1−
√

k) 6 Sn.Or, la somme de gau
he est une somme téles
opique égale à 2(
√

n + 1 − 1) = 2
√

n + 1 − 2.Cette expression a pour limite +∞ quand n tend vers +∞, don
 par théorème de 
omparaison,
lim

n→+∞
Sn = +∞ (inutile d'utiliser l'inégalité de gau
he de la question 1 i
i, 
elle de droitesu�t...).3. Commençons par déterminer la monotonie de la suite (un) : un+1−un = Sn+1−Sn−2

√
n + 1+

2
√

n =
1√

n + 1
− 2(

√
n + 1−√

n), expression négative d'après la question 1. La suite (un) estdon
 dé
roissante. On a vu par ailleurs que Sn > 2
√

n + 1 − 2, don
 a fortiori Sn > 2
√

n − 2,don
 un > −2. La suite (un) étant dé
roissante et minorée, elle est 
onvergente.
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4. Puisque lim
n→+∞

Sn − 2
√

n = l ∈ R, on en déduit lim
n→+∞

Sn − 2
√

n

2
√

n
= 0, soit lim

n→+∞

Sn

2
√

n
= 1.Autrement dit, on a prouvé que Sn ∼ 2

√
n.Exer
i
e 3 (**)Cher
hons don
 à exprimer vn+1 en fon
tion de vn : vn+1 =

un+1

2

n(n + 1)

2

=
2nun

2
n2

2
+ n

2

=
un

2
n2

2
−n

2

=

un

2
n(n−1)

2

= vn. La suite (vn) est don
 tout simplement 
onstante, égale à v0 = u0 = 1, don
 un =

vn × 2
n(n−1)

2 = 2
n(n−1)

2 .Exer
i
e 4 (**)1. La fon
tion f est somme de deux fon
tions stri
tement 
roissantes, don
 elle-même stri
tement
roissante don
 inje
tive. De plus, un 
al
ul très simple donne lim
x→0

f(x) = −∞ et lim
x→+∞

f(x) =

+∞, don
 f est surje
tive, don
 bije
tive de R
∗ sur R.2. L'entier n étant un réel 
omme un autre, il a un unique anté
édent par la fon
tion bije
tive f ,
e qui signi�e bien que l'équation f(x) = n admet une unique solution.3. Par dé�nition, f(xn) = n et f(xn+1) = n + 1. Or, la fon
tion f est 
roissante et on a bien sûr

n < n + 1. Il s'ensuit que xn < xn+1, et don
 que la suite (xn) est stri
tement 
roissante. Pourprouver que la suite tend vers +∞ (
e qui est intuitivement assez 
lair), on peut 
onstater que
f
(n

2

)

=
n

2
+ ln

n

2
<

n

2
+

n

2
= n = f(xn), don
 n

2
< xn, et le théorème de 
omparaison donnela limite de la suite.4. Comme la suite tend vers +∞, on peut dire que ln(xn) = o(xn). Or, on sait que f(xn) =

xn + ln(xn) = n, don
 xn + o(xn) = n. Cela signi�e que xn ∼ n.Exer
i
e 5 (d'après EML) (**)1. Étudier une fon
tion de se
ond degré ne devrait pas poser trop de problème : f ′(x) = 2x + 4s'annule en −2, la fon
tion est don
 stri
tement dé
roissante sur ] − ∞;−2] et stri
tement
roissante sur [−2;+∞[. Comme f(−2) = −2, on en déduit que tous les réels stri
tementsupérieurs à −2 ont deux anté
édents par f , tous 
eux stri
tement inférieurs à −2 n'ont pasd'anté
édent, et −2 a un unique anté
édent, à savoir −2. En parti
ulier, f(x) = −1 équivaut à
x2 + 4x + 3 = 0, équation dont le dis
riminant vaut ∆ = 16− 12 = 4, et qui admet don
 deuxsolutions x1 =

−4 − 2

2
= −3 et x2 =

−4 + 2

2
= −1.2. Si la suite est stationnaire, 
'est qu'il existe une valeur de n à partir de laquelle les termessont 
onstants, et en parti
ulier pour laquell un = un+1, don
 un = f(un). Or, f(x) = x ⇒

x2 + 3x+ 2 = 0, équation qui a pour dis
riminant ∆ = 9− 8 = 1, et pour solutions x1 = −2 et
x2 = −1 (on savait déjà que 
es deux valeurs étaient solutions de l'équation après les 
al
ulsde la première question). Con
lusion, on a né
essairement un = −2 ou un = −1. Mais 
omme
un = f(un−1), un−1 doit être un anté
édent de −2 ou de −1, 
'est-à-dire être égal à −2, −3 ou
−1 (toujours d'après la question pré
édente). Mais alors un−2 doit lui-même être un anté
édentde −1 ou de −2 (pour −3 il n'y a pas d'anté
édent) don
 égal à −1, −2 ou −3 et
 ; jusqu'àêtre remonté à u0. Pour rédiger 
e raisonnement de façon rigoureuse, deux solutions : soit onfait une ré
urren
e des
endente (on part de un pour revenir à u0, un peu inhabituel), soit onfait une ré
urren
e 
lassique visant à montrer que, si u0 /∈ {−3;−2;−1}, alors on a ∀n ∈ N,
un /∈ {−3;−2;−1}, 
e qui prouve que, si u0 n'est pas une des trois valeurs en question, la suite
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n'est pas stationnaire. Autrement dit, on prouve la 
ontraposée de 
e qui est demandé dans
ette question. La ré
urren
e ne pose pas de problème parti
ulier, et les trois valeurs initialespour lesquelles la suite stationne sont don
 −1 (suite 
onstante égale à −1), −2 (suite 
onstanteégale à −2) et −3 (suite stationnaire à −1 à partir du rang 1).3. C'est un 
al
ul tout bête : un+1 + 2 = f(un) + 2 = u2
n + 4un + 2 + 2 = (un + 2)2. Posons

vn = un + 2 pour plus de 
larté, on a don
 vn+1 = v2
n. La suite (vn) prend don
 des valeurspositives à partir de v1, et une ré
urren
e simple montre que, si v1 > 1, alors (vn) ne prend quedes valeurs supérieurs à 1 et sera stri
tement 
roissante ; au 
ontraire, si v1 < 1, alors vn seratoujours inférieur à 1 et la suite sera stri
tement dé
roissante. Dans 
e deuxième 
as, (vn) estdé
roissante minorée, don
 
onverge vers un réel l véri�ant l = l2, don
 égal à 0 ou 1. Comme

vn 6 v1 < 1, on en déduit que (vn) 
onverge vers 0. Par 
ontre, si v1 > 1, la suite ne peut pas
onverger vers 0 ou 1 ; étant 
roissante elle diverge don
 vers +∞. On aura v1 < 1 si v2
0 < 1,
'est-à-dire si v0 ∈] − 1; 1[Ne reste plus qu'à revenir à un = vn − 2. Si u0 ∈] − 3;−1[, v0 ∈] − 1; 1[, don
 la suite (vn)
onverge vers 0, et (un) 
onverge vers −2. Si u0 = −3 ou u0 = −1, on a déjà vu que la suite étaitstationnaire. En�n, si u0 < −3 ou u0 > −1, on aura v1 > 1, don
 lim

n→+∞
un = lim

n→+∞
vn = +∞.Exer
i
e 6 (d'après EDHEC) (***)1. Cal
ulons don
 la dérivée f ′

n(x) = 5x4 +n. Cette dérivée est toujours stri
tement positive (saufen 0 pour n = 0), la fon
tion est don
 stri
tement 
roissante, quel que soit l'entier n.2. Comme de plus lim
x→−∞

f(x) = −∞ et lim
x→+∞

f(x) = +∞, 
haque fon
tion fn est bije
tive de Rdans R. Chaque réel a don
 un unique anté
édent par fn et en parti
ulier l'équation fn(n) = 0admet une unique solution.3. Constatons que fn

(

1

n

)

=
1

n5
+ 1 − 1 =

1

n5
> 0. Comme la fon
tion fn est stri
tement
roissante, et fn(un) = 0, on en déduit que un <
1

n
. Notons par ailleurs que fn(0) = −1, don
par un raisonnement similaire on a toujours 0 < un. Le théorème des gendarmes permet don
d'a�rmer que lim

n→+∞
un = 0.4. On sait que u5

n + nun − 1 = 0, don
 un =
1

n
− u5

n

n
. Comme (un) tend vers 0, u5

n

n
= o

(

1

n

),don
 un ∼ 1

n
.5. Comme on vient de le voir, 1

n
− un =

u5
n

n
∼

1
n5

n
∼ 1

n6
.Exer
i
e 7 (***)1. La suite (an) est 
roissante (en e�et, le plus grand des n + 1 premiers termes de la suiteest né
essairement plus grand que le plus grand des n premiers) et majorée par n'importequel majorant de (un), don
 elle 
onverge. De même, (bn) est dé
roissante et minorée par lesminorants de (un) don
 
onverge également.2. On a assez 
lairement ∀n ∈ N, an > bn. Si jamais il existe un entier n0 pour lequel an0 > bn0 ,alors on aura lim

n→+∞
an > an0 (puisque la suite est 
roissante), et lim

n→+∞
bn 6 bn0 , don
 les deuxsuites auront des limites distin
tes. Autrement dit, pour que les suites aient la même limite,on doit avoir an = bn pour tout entier n, 
'est-à-dire que le maximum et le minimum des npremiers termes de la suite (un) sont toujours égaux. Ce
i n'est possible que si tous 
es termessont égaux entre eux, 
'est-à-dire quand (un) est une suite 
onstante.
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3. La suite (cn) n'est pas toujours 
onvergente, même lorsque (un) est bornée. Prenons par exemplela suite (un) qui vaut 1 lorsque n est une puissan
e de 10 et 0 sinon (autrement dit u10 =
u100 = u1 000 = · · · = 1 et tous les autres termes sont nuls). Si l'on regarde la suite (cn), elle est
onstituée de termes valant tous 0 et 1, mais n'est pas stationnaire (on a par exemple c10k = 1mais c10k+1 = 0 
ar il n'y a pas de puissan
e de 10 entre 10k + 1 et 2(10k + 1)), don
 ne peutpas 
onverger.Exer
i
e 8 (****)Supposons don
 que lim

n→+∞
un = 0, et 
hoisissons un ε > 0. Par dé�nition de la limite, il existeun entier n0 à partir duquel on aura |un| < ε. Dé
oupons alors vn en deux parties : 
e qui se passeavant n0 et après n0 : si n > n0, vn =

1

n

k=n
∑

k=1

uk =
1

n

k=n0
∑

k=1

uk +
1

n

k=n
∑

k=n0

uk. La première somme estune 
onstante (on peut modi�er n, mais n0, lui, est �xé), don
, quand on la divise par n, ça va �nirpar se rappro
her de 0. Autrement dit, ∃n1 ∈ N, ∀n > n1, 1

n

∣

∣

∣

∣

∣

k=n0
∑

k=1

uk

∣

∣

∣

∣

∣

< ε. Quand à la deuxièmesomme, elle est 
onstituée de n− n0 termes qui sont tous inférieurs (en valeur absolue) à ε, don
 savaleur absolue est inférieure à (n − n0)ε, d'où 1

n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

k=n
∑

k=n0+1

uk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6
n − n0

n
ε 6 ε (puisque n − n0

n
6 1).Con
lusion, lorsque n > max(n0;n1), on a |vn| 6 ε + ε = 2ε. Ce
i su�t à prouver que la suite (vn)tend vers 0, et a don
 bien la même limite que (un).Passons désormais au 
as général (qui va être fa
ile en fait), 
'est à dire lorsque lim

n→+∞
un = l 6= 0.Posons wn = un − l, 
ette suite auxilaire a pour limite 0, don
 on peut lui appliquer 
e qu'onvient de démontrer : lim

n→+∞

1

n

k=n
∑

k=1

wk = 0. Or, 1

n

k=n
∑

k=1

wk =
1

n

k=n
∑

k=1

(uk − l) =
1

n

(

(

k=n
∑

k=1

uk) − nl

)

=

(

1

n

k=n
∑

k=1

uk

)

− l. On en déduit que lim
n→+∞

1

n

k=n
∑

k=1

uk = l, 
e qu'on voulait prouver. Note �nale : 
erésultat est 
onnu sous le nom de théorème de Cesaro, il stipule que la moyenne des n premierstermes d'une suite 
onvergente a la même limite que la suite elle-même.EMLyon 1991, Exer
i
e 2 (**)I. Etude de f.1. La fon
tion f est dé�nie et dérivable sur R, de dérivée f ′(x) =

√
x2 + 1 − 2x(x+1)

2
√

x2+1

x2 + 1
=

x2 + 1 − x(x + 1)

(x2 + 1)
3
2

=

1 − x

(x2 + 1)
3
2

. La fon
tion f est don
 stri
tement 
roissante sur ]−∞; 1] et stri
tement dé
roissantesur [1;+∞[. Elle admet un minimum global pour x = 1, de valeur f(1) =
2√
2
−1 =

√
2−1. Deplus, on a f(x) =

x(1 + 1
x
)

|x|
√

1 + 1
x2

− 1, don
 lim
x→+∞

f(x) = 1 − 1 = 0, et lim
x→−∞

f(x) = −1− 1 = −2(rappelons au 
as où que x

|x| est égal à 1 si x est positif, et à −1 si x est négatif). D'où letableau suivant :
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x −∞ 1 +∞

f(x)

−2

��
�

�

√
2 − 1HHHj 02. (a) Si f(x) = x, on peut é
rire x + 1√

x2 + 1
= x + 1, ou en
ore (x + 1)(

√
x2 + 1 − 1) = 0. ona don
 soit x + 1 = 0, 
'est-à-dire x = −1, soit √

x2 + 1 = 1, 
e qu'on peut élever au
arré pour obtenir x2 + 1 = 1, d'où x2 = 0. On a �nalement deux solutions à l'équation
f(x) = x : S = {−1; 0}.(b) En reprenant le 
al
ul pré
édent, il faut déterminer le signe de (x + 1)(

√
x2 + 1 − 1).Comme x2 + 1 > 1 pour tout réel, √x2 + 1 − 1 > 0, don
 seul le signe de x + 1 importe.On obtient que f(x) 6 x sur l'intervalle [−1;+∞[.3. Voi
i une allure de la 
ourbe, ainsi que la première bisse
tri
e :

0 1 2 3−1−2−3

0

1

2

−1

−2II. Etude d'une suite ré
urrente.1. Ces deux valeurs véri�ant f(x) = x, la suite sera 
onstante égale à −1 ou 0 respe
tivement (onpeut faire une ré
urren
e très fa
ile si on tient à faire une preuve très rigoureuse).2. (a) Prouvons par ré
urren
e la propriété Pn : un < −1. Par hypothèse, P0 est vraie, et sion suppose Pn véri�ée, on a don
 un < −1, et d'après le tableau de variations de lafon
tion f , f(un) < f(−1) = −1, don
 un+1 = f(un) < −1. Ce
i prouve Pn+1 et a
hèvela ré
urren
e.(b) On a vu plus haut que ∀x < −1, f(x) > x, don
 un+1 − un = f(un)− un > 0 si un < −1
omme on vient de le prouver. Con
lusion : la suite (un) est stri
tement 
roissante.(
) La suite est 
roissante et majorée par −1, elle 
onverge don
. Comme nous avons a�aire àsuite ré
urrente et que f est 
ontinue, sa limite l véri�e f(l) = l, don
 ne peut être égalequ'à −1 ou 0. Comme ∀n ∈ N, un < −1, on aura né
essairement l 6 −1, don
 la suite
(un) 
onverge vers −1.3. Le raisonnement est très similaire à 
elui de la question pré
édente. Commençons par prouverpar ré
urren
e que ∀n ∈ N, −1 < un < 0. C'est vrai au rang 0 par hypothèse, et si on le supposevéri�é pour un, alors (toujours en utilisant le tableau de variations de f), f(−1) < f(un) < f(0),
'est-à-dire que −1 < un+1 < 0, 
e qui a
hève la ré
urren
e.On 
onstate ensuite que, 
omme f(x) − x < 0 sur l'intervalle ] − 1; 0[, la suite (un) serastri
tement dé
roissante. Étant minorée par −1, elle 
onverge don
 vers une limite l′. Commela suite est de
roissante, on a ∀n ∈ N, un 6 u0, don
 par passage à la limite l 6 u0 < 0. Lasuite (un) 
onverge don
 vers 1.4. C'est toujours le même prin
ipe : la suite ne prendra que des valeurs stri
tement positives, etsera dé
roissante, don
 
onverge, et la limite ne peut être que 0.
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Maths III HEC/ESCP 2002, Parties A et B du problème (***)Partie A : Exemples1. (a) On a dans 
e 
as wn =

k=n
∑

k=0

2 × 3 = 6(n + 1).(b) Dans 
e deuxième exemple wn =

k=n
∑

k=0

2k × 3n−k = 3n

k=n
∑

k=0

2k × 3−k = 3n

k=n
∑

k=0

(

2

3

)k

=

3n
1 − (2

3)n+1

1 − 2
3

= 3n+1

(

1 −
(

2

3

)n+1
)

= 3n+1 − 2n+1.2. PROGRAM suites ;USES win
rt ;VAR i,j,n : integer ; w : real ;BEGINWriteLn('Choisissez l'entier n') ;readLn(n) ;FOR i := 0 TO n DOBEGINw := 0 ;FOR j := 0 TO i DO w := w+ln(j+1)/(i-j+1) ;END ;END.3. Un résultat de 
onvergen
eDans 
ette question, la suite u est dé�nie par : ∀n ∈ N, un =

(

1

2

)n et v est une suite de réelspositifs, dé
roissante à partir du rang 1 et de limite nulle.(a) On 
al
ule k=m
∑

k=n+1

uk =

k=m
∑

k=n+1

1

2k
=

k=m−n−1
∑

k=0

1

2n+1+k
=

1

2n+1

k=m−n−1
∑

k=0

1

2k
=

1

2n+1

1 − 1
2m−n

1 − 1
2

=

1

2n

(

1 − 1

2m−n

)

=
1

2n
− 1

2m
<

1

2n
= un, don
 l'inégalité demandée est vraie.(b) Il s'agit � simplement � de dé
ouper la somme 
onstituant w2n en mor
eaux et de faireles bonnes majorations : wn =

k=2n
∑

k=0

ukv2n−k =

k=n
∑

k=0

ukv2n−k +

k=2n−1
∑

k=n+1

ukv2n−k + u2nv0.La première somme est égale à u0v2n + u1v2n−1 + · · · + unvn. Comme la suite (vn) estsupposée dé
roissante et que tous les termes de (un) sont positifs, elle est inférieure ouégale à (u0 + u1 + · · · + un)vn = u0vn + vn

k=n
∑

k=1

uk 6 u0vn + u0vn = 2vn (
ette dernièreinégalité dé
oule de la question pré
édente). De même, en utlisant la dé
roissan
e de (vn),la deuxième somme est inférieure ou égale à v1

k=2n−1
∑

k=n+1

uk 6 v1un (toujours d'après laquestion pré
édent. En additionnant 
es majorations, on obtient bien w2n 6 2vn + v1un +
v0u2n.La deuxième majoration est du même style : w2n+1 =

k=n
∑

k=0

ukv2n+1−k +

k=2n
∑

k=n+1

ukv2n+1−k +
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u2n+1v0 6 vn+1u0 + vn+1(u1 + u2 + · · · + un) + v1

k=2n
∑

k=n+1

uk + u2n+1v0 6 2vn+1 + v1un +

v0u2n+1.(
) Les deux suites (un) et (vn) ont pour limite 0 (pour (vn), ça fait partie des hypothèses,et pour (un) 
'est une 
onséquen
e du fait qu'il s'agit d'une suite géométrique de raison
1

2
). On en déduit aisément que lim

n→+∞
v0u2n + 2vn + v1un = 0, et pareil pour 2vn+1 +

v1un + v0u2n+1. Comme de plus tous les termes de la suite (wn) sont positifs (ils sont
onstitués d'une somme de réels positifs), le théorème des gendarmes permet de dire que
lim

n→+∞
w2n = lim

n→+∞
w2n+1 = 0. Autrement dit, quel que soit ε > 0, il existe un entier n0 àpartir duquel tous les termes pairs de la suite sont inférieurs à ε, et un entier n1 à partirduquel tous les termes impairs aussi. Quand n est plus grand que le plus grand de 
esdeux entiers, tous les termes de la suite deviennent don
 inférieurs à ε, 
e qui prouve que

lim
n→+∞

wn = 0.(d) D'après l'inégalité triangulaire, on aura 0 6 |(u′×v)n| =

∣

∣

∣

∣

∣

k=n
∑

k=0

(

−1

2

)k

vn−k

∣

∣

∣

∣

∣

6

k=n
∑

k=0

∣

∣

∣

∣

∣

(

−1

2

)k

vn−k

∣

∣

∣

∣

∣

=

k=n
∑

k=0

1

2k
vn−k = wn. Comme on vient de voir que la suite (wn) 
onvergeait vers 0, le théo-rème des gendarmes nous donne la 
onvergen
e de (|u′ × v|), et don
 de (u′ × v), vers

0.Partie B : Appli
ation à l'étude d'un ensemble de suites1. Si (un) est une suite dé
roissante, on a 1

2
(un + un−1) >

1

2
(an + an) = an > an+1, don
 la suiteappartient e�e
tivement à A. Au 
ontraire, si (un) est stri
tement 
roissante, on aura toujours

1

2
(un + un−1) < un < un+1, don
 la suite n'appartient pas à A.2. (a) La suite est ré
urrente linéaire d'ordre 2, d'équation 
ara
téristique x2 − 1

2
x − 1

2
= 0.Son dis
riminant vaut ∆ =

1

4
+ 2 =

9

4
, don
 elle admet deux ra
ines r =

1
2 + 3

2

2
= 1 et

s =
1
2 − 3

2

2
= −1

2
. Le terme général de la suite est don
 bien de la forme zn = α+β

(

−1

2

)n.(b) La suite dé�nie par un = 1+

(

−1

2

)n, par exemple, appartient à A (elle véri�e la ré
urren
elinéaire de la question pré
édente, et on véri�e fa
ilement que ses termes sont tous positifs),mais n'est pas monotone puisque les termes d'indi
es pairs de la suites sont plus grandsque 1 et les termes d'indi
es impairs plus petits que 1.3. (a) Cal
ulons don
, pour n > 1, cn+1−cn = an+1+
1

2
an−an−

1

2
an−1 = an+1−

1

2
(an+an−1) 6

0 puisque (an) ∈ A. La suite (cn) est don
 dé
roissante. Comme elle est par ailleurs
onstituée de termes positifs (puisque 
'est le 
as de (an)), elle est minorée, don
 elle
onverge.(b) Il semble assez naturel de pro
éder à une ré
urren
e. Pour n = 0, l'égalité stipule que
(

−1

2

)0

c0 = a0, 
e qui est e�e
tivement vrai. Supposons désormais l'égalité véri�ée aurang n, alors k=n+1
∑

k=0

(

−1

2

)k

cn+1−k = cn+1 +

k=n
∑

k=0

(

−1

2

)k+1

cn−k = cn+1 −
1

2
an = an+1 +
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1

2
an − 1

2
an = an+1. La propriété est don
 véri�ée au rang n + 1, et la ré
urren
e a
hevée.Ca 
al
ul prouve que les suites b × c et a sont tout simplement identiques.(
) La suite (un) 
onvergeant vers l, la suite ε a pour limite 0. De plus, elle est dé
roissanteà partir du rang 1 tout 
omme (un), don
 tous ses termes sont positifs (sinon elle nepourrait pas 
onverger vers 0). Elle véri�e don
 les hypothèses faites sur la suite (vn) dansla partie pré
édente, et on peut en 
on
lure que lim

n→+∞
dn = 0.(d) Ce n'est pas si dur que ça en a l'air : dn =

k=n
∑

k=0

(

−1

2

)k

(cn−k − l) =

k=n
∑

k=0

(

−1

2

)k

cn−k −

l
k=n
∑

k=0

(

−1

2

)k

= an− l
1 − (−1

2)n+1

1 + 1
2

= an +
3

2
l

(

1 −
(

−1

2

)n+1
). On peut également é
rireque an = dn +

3

2
l

(

1 −
(

−1

2

)n+1
).La toute dernière question est un simple 
al
ul de limite : on sait que lim

n→+∞
dn = 0, et

lim
n→+∞

(

−1

2

)n+1

= 0 (suite géométrique), don
 lim
n→+∞

an =
2

3
l.

PROF : ATMANI NAJIB 2ème BAC Sciences Mathématiques  BIOF

http://xriadiat.e-monsite.com

12


	exos_suites_convergence2.pdf
	exos_suites_convergence2_cor.pdf



