PROF : ATMANI NAJIB Mathématiques 2éme BAC Sciences Mathématiques BIOF

Feuille d’exercices : Intégration

Exercice 1 (* a **)

Calculer les intégrales suivantes :

2 3 2 T 2

1 dx e
L= | —dt I, = I3 = d I, = 2_3zx+2|d
'1/1t2 '2/e:c1nx '3/12ﬁ$ '4/0“””’ v +2| dz

4 2 s
oI5 :/ Va(r —2x) dx o I :/ e dz o [ = ’ E(z) dx
0 0

1
3

e(lns)5 /1“22 e2t /2 9 3 3
o g = ~——— ds = — dt o [1p= z(x® +1)2 dx
i /1[8 3 ’ 0362t+2 v 0 ( )
3 e =3 5 1— 4 —/z
0111:/ Md‘s 0[12:/22q4dq 0]13: Ldz
1 v 1 (q —2(1) 1 z

Exercice 2 (**)

Calculer a l'aide d’intégrations par parties les intégrales suivantes :

1 4 e
ol :/ ze3%dx o I :/ V3s1n sds o I3 :/ 2?(In2)3dz
1 1

-1
2 1

.14:/ (22° + 1) Inz dz . 15:/ (142 + %) dx
1 0

2 1 2 1
.IG:/ln(1—|—>dt 0]7:/(1+28)1n<1+>d8
1 t 1 §
Exercice 3 (**)

Calculer en utilisant le changement de variable indiqué (ou un changement de variable affine si
rien n’est indiqué) les intégrales suivantes :

oIlz/Ol(t—2)(t+1)5dt o 12:/02 t3t—7—8dt (poser u = t3 + 8)
oIg:/élde (posert:xj_l)

o = /12 s(sgj—l) (poser u = s et calculer uil - %)

015:/12 ln\/gdt (poser u = /1) 016:/:“/% (poser u = Int)

Exercice 4 (* a *¥*)

Donner les primitives de chacune des fonctions suivantes :

t Int
it 1 —2et A tt— —
o fi:t— e o fo:t 7 o f3:t "
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2
of4:tr—>t3t+2 o fit (t2—t+1)et o fo:t— (Int)3
frotm Y P L int)
o fr:t+— ——— (on posera u = e o fs:t+— ————— (on posera u = In
7 etr1 P 8 t+t(ne)z P
Exercice 5 (*)
322 — 4z — 25
Soit f la fonction définie sur | — 3;2[ par f(x) = %
b
1. Montrer qu’on peut écrire f sous la forme f(x) =a+ —— + c_.
r—2 x+3

2. En déduire 'expression de la primitive de f s’annulant en 1.

Exercice 6 (**)

1
On considére, V(n,p) € N2, I'intégrale I, , = / 2"(1 —z)P dx.
0

1. Calculer I,, o pour toute valeur de m.
2. Etablir une relation entre Iyt et It .

3. En déduire une expression simple de Iy, .

Exercice 7 (*%*)

1 n
1—
On s’intéresse & la suite d’intégrales définie par Vn € N, [, = / ﬂexdaa

0 n!
1. Montrer que la suite (I,,) converge vers 0.

1
(n+1)!

2. Montrer que I, = + Iy

n—-+00

o o1
3. En déduire que e = lim kZ: =k
=0

Exercice 8 (***)

1
On définit deux suites d’intégrales de la fagon suivante : I, = / 2" In(l 4+ 2?%) dx et J, =
0

1 "
/ ——— dz (pour n > 1).
0

1+ 22
1
1. Calculer J; et montrer que Vn > 1, 0 < J, < e
n
2. En déduire la limite de J,.
In2 2
Montrer & 'aide d’ intégrati ti L, =—— ——Jyi0.
ontrer & I'aide d’une intégration par partie que I, il a1l

En déduire la convergence et la limite de (I,,).

oo W

Déterminer un équivalent de I,,.
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Exercice 9 (***)

€
On définit, pour tout entier n, l'intégrale I,, = / 2*(Inz)"da.
1

. Calculer I.
. Montrer que sur [1;¢], on a (Inx)"*! < (Inx)", et en déduire le sens de variation de I,,.

1
2
3. Montrer que (I,,) est convergente.
4

. Montrer que sur [1;e], 0 < Inz < . En deéduire la limite de I.
e

s 1
5. Montrer que Vn > 1, I,41 = e_nt

3 TIn. En déduire un équivalent de I,,.

Exercice 10 (**)

Dériver chacune des fonctions suivantes :

2z
o fi(z)= /0 e BVt gy

* falo) = / e
s 0= [ e

x
e®

o f4((l}) :/\/» lnLtdt

Exercice 11 (**%*)

xet

Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = ?dt.
1

1. Montrer que f est dérivable et déterminer sa dérivée. En déduire le tableau de variations de f.

2. On pose désormais g(z) = f(z) — Inz. Etudier les variations de g sur R* et en déduire son
signe.

3. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

Exercice 12 (**) a (**%*)

Déterminer les limites de chacune des suites suivantes en utilisant des sommes de Riemann.

B - k B - 1 B (2n)‘)n
e I s R

k=1

Exercice 13 (EDHEC 2004) (**)

1
—dt
1+t+t7

1. Pour tout n appartenant a N, justifier ’existence de u,,.

1
Pour tout entier naturel n, on pose u,, = /
0

2. Calculer ug et uq.
3. (a) Montrer que la suite (uy) est croissante.
(b) Montrer que : ¥n € N, u,, <In2.
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(c¢) En déduire que la suite (u,) est convergente.

b) En déduire que : Vn € N, In2 — u,, <

)
4. (a) Pour tout n de N, écrire In2 — u,, sous la forme d’une intégrale.
) RN
)

(¢) Donner la limite de la suite (uy,).

Exercice 14 (ESCP 92) (****)

Pour tout entier naturel k on considére la fonction f;, définie sur R par la relation

fr(x) = /01 the~tedt

1. (a) Montrer que pour tout entier naturel k, la fonction fj est décroissante sur RY.

(b) Etudier la suite (fx(0))r>0. En déduire, pour tout réel positif x, la limite de la suite
(fe(@))k>o0-

k+1 -
2. (a) Soit z > 0. Etablir que fy41(z) = + ¢

fr(z) —

x x
(b) Expliciter les fonctions fy, f1 et fa.

(¢) Montrer que, fo(x) ~ 1/z.
+oo

pour tout k£ > 0.

k!

(d) A l'aide de la relation établie au c) , montrer que pour tout k, fr(x) ~ ——-.
+oo ghtl

1 xr
3. (a) Eneffectuant un changement de variable, montrer que Vk € N, Vx > 0, fx(x) = k+1/ uFe " du.
r 0

En déduire que fj est dérivable sur |0, +oo] et calculer sa dérivée.
(b) Trouver une relation simple entre f, et fri1.

(c) Montrer que pour tout réel Vy > 0, 1 —e™¥ < y. En déduire que pour tout entier naturel
k, la fonction fj est continue en 0. Est-elle dérivable & droite en ce point ?

http://xriadiat.e-monsite.com
4



PROF : ATMANI NAJIB Mathématiques 2éme BAC Sciences Mathématiques BIOF

Feuille d’exercices : corrigé

Exercice 1 (* a **)

Pour I, intégration directe :I /21dt ok 1+1 =

our Iy, intégration directe :I) = | S dt=|——| =—2 =
u 3 dx 3

Pour I3, on reconnait la forme —, avec u(x) = Inz, donc Iy = / e In(lnz)]? = In(In 3)
u e Tlnz

Pour I3, on reconnait exactement u'e", avec u(z) = /x, d’on
2z
e
I3:/ da::[eﬁ]%:e\/i—e
1 2V
Pour I, comme toujours avec les valeurs absolues, on découpe en utilisant la relation de

Chasles :

2 1 2 23 32 1
14:/ |2* — 3z + 2| dx:/ (x2—3:c+2)dx+/ (-2 +3z—2) dz= [—-1—2:5] +
0 ) 0 1 3 2 0
3 322 1 3 8 1 3
T+ 9| =2 2422 46-4+--—242=1
[ 3772 x]l TR T R

Pour I5, il suffit de développer pour faire apparaitre des puissances qu’on sait trés bien intégrer :

4 4 4
2 2 4 1
15=/ ﬁ(x_zﬁ)dxz/ x3—2xdx:[5:cg—m2] VT BERT L S
0 0

o b 5 5

Ici, on reconnait presque u'e%, avec u(z) = —2° :

2 2
o 4_5 o 1 4_5 o 1 _52_ 1 —32 _1 1
16—/Ozezdz——5/0 —5zezdz——g[ez]0——g(e _6)_5 €~ 3

Le plus simple dans le cas d’une fonction qui n’est pas continue, comme la partie entiére, est de
découper lintervalle d’intégration en morceaux sur lesquels la fonction et continue (et méme
ici constante) :

s 0 1 2 s 1 5
I; = Ent(x)dx:/ —1dm—|—/0dx—l—/1da:—|—/ 2dxz—§+0—|—1—|—1:§
0 1 2

=
=

On a presque ici du 6u'u® avec u(s) = Ins, d’oit le calcul suivant :

o /16 (lT:S)S e E(lns)ﬁr _ é

1

/

M u N ~
La, encore, quasiment une forme usuelle, en ’occurence — & un facteur 2 prés :

u
In2 In2
2

== 621‘, 1 2
Iy = — dt=|=In(e* +2
9 /0 €2t+2 |:2 n(e + ):|0

1 1. 4

Il faut faire un peu attention pour celle-ci, on est proche de la dérivée de (z3 + 1)%7 mais il

manque un facteur 3 dans la dérivée (puisqu’on a simplement x? au lieu de 322), et il manque

. 5 . . . . .
aussi le facteur 3 qui devrait apparaitre en dérivant la puissance, d’ou finalement
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: @ +1)3)3 = 3(9% -1)= 3(35 —)=4

2
3
Iy = x> +1)2 dx
10 /0 @+ 1) T 15 15 15 15
e La encore, il manque juste un petit facteur pour reconnaitre une forme usuelle (le ds au lieu
du dv dans l'intégrale n’était pas un piége vicieux, mais simplement une faute de frappe) :

V3 exp(=2) 1 3\1V* 1 1/1 1
) et . _ — Tl _ oy Z [ Z =
we [ [ ()], === (- 5)

e Encore une forme usuelle, puisqu’on a presque la dérivée de (¢> — 2¢)~2 : il manque le fac-

teur —3 de la dérivée de la puissance, et un facteur —2 pour que le numérateur soit exacte-
3

484

e 9 . 2 1—gq 1 5 3|2
ment la dérivée de ¢ — 2¢, d’ou finalement 1o = ————- 49 = |=(¢" —2q) =
1 (¢*—2q) 6 1

()G )= (D) () )

e (elle-1a ressemble beaucoup & la numéro 3, & un petit signe et un facteur pres :

4eVz 1 1
= = —2 _\/g 4 = —2 -2 f— -1 — - —
I3 /1 NG dz = [—2e”V7]] (e e ) ( )

Exercice 2 (**)

e On fait (6 surprise) une IPP en posant {

1 1 1 1 3 .3 .3 _-3
1 1 1 1 e’ e e’ e
I = 3xd:7 3x _/3xd — (3 -3\_ |23 B T T
1 /_1336 G |:3.CI}€ ]_1 _136 T 3(6 +e77) 5¢ B 3—1— 3 9—|- 5
2 4
¢ Tt
u(s) =1Ins V'(s) = /s
e Effectuons donc une IPP en posant , 1 2 3 , on obtient
u'(s) = v(s) = 357

= /14\/3?1115613: \/g[gsglns] f/ ~y/s ds = \/§x421n4—\f[4s§r:

9 I
B2V3, 2-—[ f f<321 2—238> (on a utilise 43 = (V)° = 8)

3
u(z) = (Inz)?3 V'(t) = 22
e Commencons par poser , 1 5 23 pour obtenir
u(t):3><;><lnz) v(z)z;
2 3 L 3 3] ©2 3 2 e’ 2 2
Is= [ 2*(Inz2)°dz= |-2°(In2)’| — | — x—(ln2)*dz=—— [ z*(lnz)*dz
1 3 1 1 3 z 3 1
u(z) = (Inz)? V' (t) = 22
Pour ce deuxiéme morceau, posons 2 23
u’(t):fxlnz v(z):g

e 3
/ 2?(Inz)? dz = [ (Inz) ] foan dz——/ 22Inz dz
1 1

Les deux constantes sorties des deux premiéeres IPP s’annulent, et il ne reste plus qu’a calculer
u(z) =1Inz V'(t) = 22
une derniére intégrale en posant z

W)= ()=

«:/zlnzdz—[lnz] —/ 7—3
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e Allons-y pour une IPP en posant 1 xt
W)=~ )=t
T 2
e? 74 e e? 3 x4 e?
I4:/ (2m3+1)lnmdx:{<+x>lnx] —/ +1d$:€8+262—|:+l} =
Lo 1 > g 1 2 S
81902 _ 28 _ 24 2 11 ="Le8 2, 7
e® + 2e 86 e+8+ 8e+e+8
u(zr) = 22 V' (z) = e*®
e Effectuons une IPP du dernier morceau en posant e

2
1 1 1 1 o2 1 1
I5:/ (1+a:+a;2)621 d:c:/ e2® dx—l—/ re® da:+/ 22e% dx = [] +/ xe?® dx +
0 0 0 0 2 19 Jo

r 2071 1 2z 2 2

1 1
267 /Qxedx:€+€:ez
L 2 ], 0 2 2 2 2 2

e Ici, il faut faire apparaitre un produit par 1 pour effectuer I'TPP en posant donc

( 1
u(t) =In <1 + t> V() =1
1 1 , ce qui donne :
u(t) = —5 = o(t) =t

1+1 #(t+1)

I —/21 1-|—1 dt = |t 1-|—1 2+ 2Ldt—21 §—l 241 (1+t)]2—21 3—
6—111 . = [tln t11t+1_n2n n 1=2In
3In2+In3—-In2=3In3—-4In2

u(s) =1In <1 + i) V() =1+ 2s

1
2 1
'U/S— s = — DS—S+S2—SS+1

172/(1+2s)1n<1+> ds = [s(s+1)1n(1+)} +/ 1d8:61n§—21n2+1:
1 S S 1 1
6ln3 —8In2+1

e On pose pour obtenir :

Exercice 3 (**)

e Pour I, on pose u =t + 1, donc du = dt, les bornes de l'intégrale deviennent 1 et 2 et le t — 2
qui traine encore est égal & u — 3 :

u’ uﬁr 128 1 1 193
1

1 2
L= (t-2)(t+1)°dt= P du= | — ——| =2 324 - =_"°
1/0< )t 4+ 1) /1<u3>uu[7 o g, 1L M

e Pour I, on pose u = t3 + 8, donc du = 3t? dt (ce qui élimine au passage le probléme du #? au
numérateur), et les bornes deviennent 8 et 16 :

2 2 16
t 1 1 1 In2
L= [ ——dt= — du=~[Inu)ff = ~(In16 —In8) = —=
2 /0t3+8 /8 gy du = glnuly’ = 5(n16—In8) = =
1- 1
e Pour I3, on pose t = mi—i-l’ donc dt = CU(::_—F 1); = RSk ce qui simplifie & merveille le
1 1 1 dt
quotient présent dans 'intégrale, puisque o 1)dw = xj; X @ 1)2dx = —. Par ailleurs
1 1
les bornes bornes deviennent 3 et 3"
1 1
1 1 1 1 1
13:/1 dx=/2 dt=[nt]?=ln- —In-=In-
Zxz(z+1) 1t 3 3 2 3
2
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e Pour I, on pose u = s3, donc du = 3s%ds, le quotient dans lintégrale pouvant s’écrire
2
s s
= . Les bornes deviennent 1 et 8, et on utilise pour terminer le calcul
$S(3+1)  ulu+1)
AR | 1
Iégalité — —

u u+1:u(u+1):

2 S| 1 /%1 1 1 1
142/ dS:/ du:/ —— du = ~[lnu—1In(u+1)]f = =(In8 —
1 os(s2+1) 1 3u(u+1) 31 v u+1 3 3

4In2 —-2In3
n9+In2)=————
3
dt .
e Pour I5, on pose u = v/t, donc du:m, et les bornes deviennent 1 et v/2 :

2Int V2 V2 3
Is = \/idt:/ 21n(u?) du:/ 4lnu du=4ulnu—u)y? =4(vV2InvV2-V2+1) =

1 1 1

2V/2In2 +4 —4V2

dt
e Pour Ig, on pose u = Int, donc du = e et les bornes deviennent 0 et 1 :

e 1 L |
Ig= | ——dt=| —— du=_2Vu+1} =2v2—-2=2(+v2-1
6 /1t\/lnt—|—1 /0 T [2vu+ 1o ( )

Exercice 4 (* a *¥*)

Par intégration directe, Fy(t) =t + 2e~".
Encore par intégration directe, Fy(t) = v/1 + ¢2.

1 1

e On reconnait cette fois-ci un produit uu/, qui a pour primitive §u2, donc Fs(t) = i(ln t)?

u’ 1
e On a du — a un facteur prés : Fy(t) = 3 In(#3 + 2)

U
Cette fois-ci, on difficilement échapper & une écriture sous forme d’intégrale, et & une double
intégration par partie : commengons par intégrer par partie le premier morceau en posant
{ u(r) = 22 v'(z) = et

u(x) =2z v(xr)=—e* "’

ce qui nous donne :

t t ¢ ¢
F5(t) = /0(x2 —z+ De ™ dr = /0 2 %dx —/0 ze Tdx —|—/0 e %dr = [~xfe )} +

t t
/ 2xe” Ydx — / ze %dr + [—e ) = —tPe Tt —eTt H 1+ / xe Tdx
0 0 0

Ne reste plus qu’a intégrer ce morceau par parties, en posant u(x) = z et v'(x) = e™*, ce

qui donne /t re dr = [~ze ]} — /t —e Tdr = —te Tt + [—e 7 = —te”t — et + 1, soit
finalement F(’)g,(t) = —t?e7t —te7! — Qe_ot +2.
e 11 va falloir user (et presque abuser) de I'IPP, en posant pour commencer
u(r) = (Inz)3 V(z) =1
{ u'(av):3><5><(1n:c)2 v(z) =
de l'intégrale pour ne pas avoir de souci avec le In) :

F5(t) = /1 (Inz)?dz = [z(Inz)3] —/1 x X %(lnx)zdx = t(Int)® — 3/1 (Inz)*dx

pour obtenir (on prend 1 comme borne inférieure

Cette deuxiéme intégrale se calcule essentiellement comme la précédente, en posant toujours

v(z) =1, ce qui donne :
t

t t 2

/ (Inz)?dz = [z(Inz)?)] — / T X ;lnx = t(Int)? — 2/ Int = t(Int)? — 2zlnz — 2]t =
1 1 1

t(Int)? — 2tInt + 2t — 2; et finalement Fg(t) = t(Int)® — 3t(Int)% + 6tInt — 6t + 6.
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e Posons donc u = €%, d’ott du = e*dx, et on peut transformer l'intégrale ainsi :
t t

Ir7(t) = L dr = t e’dx T du = 61— ! du=[u—In(u+1)]¢ =
t

7() /Oex 1 /Oex 1>< /1 u 1U /1 u 1U [U (U )h
el —In(e! +1) —1+1n2

1 1
e Posons u = Inx, donc du = —dx, ce qui tombe bien puisqu’on peut mettre un n en facteur
x
dans l'intégrale, obtenant :

t Inx Ity 1 mt
Fy(t) = /1 praap g dr = /0 du = [2 In(1+ UQ)] =3 In(1+ (Int)?)

x4+ z(lnx 1+ u? 0

Exercice 5 (*)

1. Le plus simple est de partir du résultat et d’identifier. Comme on a (z +3)(z —2) = 22 + 2 — 6,
¢ a(@+2z—3—6)+bz+3)+clz—2)

onpeutecr1rea+$_2+x+3— 2 r—6

az? + (a+b+c)r + (—6a + 3b — 2¢)
N 2+1—6
Par identification, on a a = 3; a+ b+ c = —4 et —6a + 3b — 2¢ = —25. On en déduit que
b+ c= —Tet 3b — 2c = —7; en multipliant la premiére équation par 2 et en I'additionnant a
la seconde, on a donc 5b = —21, soit b = 5 puisc=-7—->b= —5

2. La deuxiéme expression permet d’obtenir une primitive (en faisant attention au fait que sur
21 14

|—3:2[z+3>0etx—2<0): F(x) =3z — gln(Z—:n) - Eln(:ﬂ+3). Si on veut obtenir

la primitive de f s’annulant en 1, il suffit de retrancher une constante égale & la valeur de la

14
primitive précédente en 1, c’est-a-dire 3 — = In4.

Exercice 6 (**)

1 n+171
z 1
1. Ona I o= dr = = .
na g /0 2" dr = [ n 1] o
:1:) (1 —x)Ptt V'(z) = 2"
2. On effectue une IPP en posant 2"l | et on obtient :

n+1 1

1
Lnpp1= [ a"(1—z)P de = | >
vt = [ (-2t da [nH

(le crochet s’annulant en 0 et en 1).

1 ,.n+1
x +1
+/ () -oy de =",
0

(1_x)p+1
n+1 n+1

0

3. En utilisant plusieurs fois de suite la relation précédente et le résultat de la premiére question,

on obtient

I :LI :MI S plp—1)...1 I -

Pyl (n+1)(n+2) e (n+1)(n+2)...(n+p) np0
pln!

(n+p+1)

Exercice 7 (**)

1. La fonction intégrée étant positive sur [0;1] (puisque 1 — = y est positif), la suite (I,,) est
positive. De plus Vx € [0; 1] (1 —z)"e® < e (majoration brutale mais largement suffisante),
donc I, / — dx = —. Le théoréme des gendarmes permet alors d’affirmer que (I,,)

converge vers 0

9
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2. Pour obtenir exactement 1’égalité voulue, il faut effectuer une IPP en dérivant ’exponentielle

u(z) =e* V() =(1—x)"
et en primitivant la puissance, donc en posant (1—x)"t  dou:
u'(x) = e” u(r) = ———F—
n+1
1 (1 _ x)n (1 _ x)n—i—l 1 1 (1 _ x)n—i—l 1
" /0 ST [ (n+ 1) €]0+/0 D xn T iy T
1 11 =<1
3. On déduit de la question précédente que Iy = T + 1 = i + a1 + == il + I,. Or,
! ! ! — k!
1 1 k=n 1
on a I :/ e dr = [e"]y =e—1 =c— g On en déduit donc que e — I, = T e qui
0 ’ k=0 "

o . &
en passant a la limite donne bien e = lim E —.
n—-—+00 =0 k!

Exercice 8 (***)

n

1 1
1 In2
1. :/0 1 f:ﬁ de = [2 In(1 +$2)]0 = HT De plus, Vz € [0;1], 1+2% > 1, donc ﬁ < z”
1

1
et J, < " dx = Py La positivité de J, découle simplement, comme d’habitude, de
n

0
celle de la fonction intégrée.

2. Le théoréme des gendarmes permet d’affirmer la convergence de J,, vers 0.

u(z) = In(1 + 2?) V' (x) = 2"
3. On pose () = 2z (2) = z"tl et on obtient
ua:—1+x2 va:—n+1
n+1 1 1 2 n+2 In?2 2.J.
L= |%—In(1 +2?) —/ ° w = o St
n+1 o Jo (n+1)(1+22) n+l n+1

4. Les deux termes du membre de droite de 1’égalité précédente tendent manifestement vers 0 (en
utilisant la question 2), donc I,, également.

5. 0nal, =

-y 1(1n2 — 2Jp42). Or nEI-Poan+2 = 0, donc nEI—Poo In2 —2J,79 =1n2. On en
In2 In2

déduit que I,, ~ ~—
4 " n+1 n
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