PROF : ATMANI NAJIB 2er BAC Sciences Mathématiques BIOF

Feuilles d’exercices : Convergence de suites

Exercice 1 (**)

Vrai ou faux ?

Une suite croissante a partir d’un certain rang est minorée.

Une suite convergente est nécessairement monotone a partir d’un certain rang.

Une suite divergeant vers +oo est nécessairement croissante & partir d’un certain rang.
Si (uy) est croissante, et Vn € N, u,, > vy, alors (v,,) est croissante.

Si (|uy|) converge, alors (uy,) aussi.

S Ut = W N

Si (Jup|) converge vers 0, alors (u,) aussi.

Exercice 2 (* a *¥*)

Etudier la convergence et déterminer la limite éventuelle de chacune des suites suivantes :
e Uy, =2 — 3" 4" o u, =(—n+2)e " oy, =2"—¢e* 41

n? — 3n + 2 2y/n+3lnn -5
* T on2 ¥ 5n - 34 ®Un=mnte * tn In(n?) — 3n+ 2
n + 2)! 1
=Vl u:(n2(+1)2<n' ‘“"Z“"““<n+2)

Exercice 3 (**)

. . . 1
On considére une suite (u,) définie par ug > 0 et Vn € N, upq1 = u, + —.
n

1. Montrer que tous les termes de la suite sont strictement positifs.
2. Déterminer la monotonie de la suite (uy,).

3. Montrer par récurrence que, Vn € N, u2 > 2n + ug. En déduire la limite de la suite.

Exercice 4 (***)

k=n
On définit une suite (uy,) par u, = Z k! (je rappelle que par convention 0! = 1). Montrer a
y =0
'aide d’un encadrement que lim — = 1.

n—+oo n!

Exercice 5 (***)

a\n

On considére une suite (u,,) définie par u,, = <1 + —) ,avec a € Ry.
n

1. Montrer que la suite est croissante.

2. Montrer que, Va > 0, <In(1+1¢) <t
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3. En déduire que, Vn € N*, na

<Inwu, < a.

4. Montrer que la suite (u,) est convergente.

5. Quel résultat obtient-on en prenant ¢ =17

Exercice 6 (*)

n(n+2
On considére la suite (u,) définie par u, = ((+—|_1)2) Montrer que Vn € N, on a 0 < u, < 1,
n
puis prouver que lim wu, = 1.
n——+o00
Exercice 7 (**)
k=n 1
On considére deux suites (uy,) et (vy,) définies de la fagon suivante : u,, = Z 72 et vy, = up + —.
n
k=1
Montrer que ces deux suites sont adjacentes (les curieux seront contents d’apprendre que leur limite
2
™
commune vaut —).
Exercice 8 (**)
k=n
On consideére la suite (u,) définie pour n > 1 par u, = Z e
k=1

n? n?

1. Montrer que <U, < ———.
d n24+n " o241

2. Déduire de I’encadrement précédent que la suite est convergente, et préciser sa limite.

Exercice 9 (***)

Soient a et b deux réels vérifiant 0 < a < b. On définit deux suites de la fagon suivante : ug = a;

Un + v
vo=bet Vn € N, up11 = Jupv, et Unﬂ:%

Veérifier que ces deux suites sont bien définies.
Montrer que, ¥n € N, u,, < v, (pour une fois, pas besoin de récurrence).
Déterminer la monotonie de chacune des deux suites.

En déduire que (uy,) et (v,) convergent vers la méme limite.

Ot = W N =

Ecrire un programme Pascal permettant de calculer une valeur approchée de cette limite a e
prés (e étant choisi par l'utilisation). On utilisera une boucle WHILE ou REPEAT.

Exercice 10 (**%*)

2
1
On consideére la suite (u,) définie par ug = a # 1, et Vn € N, uy 1 = U T
Up —
1. Montrer que la suite est bien définie.
2
. 1
2. Etudier les variations de la fonction f définie sur R\{1} par f(z) = ’ +1 .

3. Etudier également le signe de f(z) — x.

4. On suppose a > 1. A 'aide des questions précédentes, montrer que Vn > 1, u, > 2(1 + v/2),
puis que la suite est croissante. En déduire sa limite éventuelle.

5. Etudier de méme la convergence de la suite quand a < 1.
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Feuilles d’exercices : corrigé

Exercice 1 (**)

1.

. Faux, par exemple u,, =

. C’est également faux, on peut par exemple prendre u, =n

Vrai, elle minorée par le plus petit des termes précédant le rang a partir duquel elle est crois-

sante.
n

converge vers 0 mais u,+1 —u, change de signe en permanence.

2 si n est pair, et u, = (n—1)2 -1

si n est impair. La suite n’est pas croissante a partir d’un certain rang puisque chaque terme
d’indice impair est plus petit que le terme pair qui le préceéde, et pourtant elle dinverge vers
+00.

4. L’énoncé n’était pas vraiment celui que je voulais mettre, mais c’est faux de toute facon.

. Faux, par exemple (—1)" ne converge pas alors que sa valeur absolue est constante égale a 1

(et donc convergente).

. Vrai, dire que |u,, — 0| < ¢ est la méme chose que |u,|—0 < €.

Exercice 2 (* a **)

La correction de cet exercice est rédigée a 1’aide d’équivalents, qui n’avaient pas encore été vus au
moment ol nous fait cet exercice en classe, mais c’est de toute facon une bonne idée de le reprendre
avec le formalisme des équivalents.

2 — 3" 4 4™ ~ 4™ donc  lim 2™ — 3" + 4™ = +o00.

n—+0o0o

lim (—n 4 2)e™™ = 0 par croissance comparée.
n—-+00
M —e?" 41~ —e® donc lim 2" — e +1 = —o0.

n—-+o0o

n%—3n+2 n2 1 d . n2—3n+2 1
——— ~ — = —,donc lim ————— = —.
2n?2 +5n—34  2n2 2’ n—too2n? +5n—34 2

lir}rq Inn + e 3" = 40 (il n’y a méme pas de forme indeterminée ici).
nN—-—1+00
2 3lnn—-5 2 2
vn+3nn ~ vn ~ — , donc la limite vaut 0.
In(n3) —3n+2  —3n 3vn

2 —1—n? 1
Vn2—-1—-n= n = - ,donc lim vn?—-1-n=0.
vn?—14n vn?+1+n n—+oo
(n+2)! (m+1)n+2)n! n*+3n+2 n? (n+2)!

p— pa— ~S — 1 d 1. —_— T

(n?241) x n! (n?2 +1)n! n?+1 nz o 0one niTm(nQ +1) xn!
lim e‘ﬁ =0et lim In
n—-+4oo n—-+oo n +

= 0, donc la limite recherchée est nulle.

Exercice 3 (**)

1.

2.

) . . . . 1 1
C’est une récurrence facile : ug > 0 par hypotheése, et si u,, > 0, alors — > 0, et up41 = up+—

n Up,
est également strictement positif (et bien défini puisque u, n’est pas nul).

1 . . .
Up+1 — Uy = — > 0 donc la suite est strictement croissante.
n
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3. Notons P, la propriété u2 > 2n + ug. pour n = 0, elle se réduit a ug > u%, ce qui est
manifestement vrai. Supposons donc, pour un certain entier n, que P, est vrai. On a alors

1 1 1 1

u,, = (un + > = uZ + 2u, X — + — = u2 + 2+ — . En utilisant 'hypothése de

récurrence et le fait que — > 0, on obtient uiH > 2n+ u% +2=2(n+1)+ u%, ce qui prouve
u'fL

exactement la propriété P,i;. D’aprés le principe de récurrence, la propriété est donc vraie

pour tout entier n.

2) étant minorée par une suite arithmétique de limite +oo, elle diverge vers +oc.

Et u,, étant toujours positif, on peut en déduire que hI_’I_l Uy, = +00.
n—-+0oo

La suite (u

Exercice 4 (***)

I1 est facile de minorer u,, par n! (puisque u, est constitué d’'une somme de termes tous positifs
dont I'un vaut n!), mais pour la majoration, il ne suffit pas de se contenter de majorer par n + 1
fois le plus grand terme. Il vaut mieux isoler ce plus grand terme (donc n!), et méme le deuxiéme, et
k=n—2

majorer le reste : u, =n!+ (n—1)! + Z El<nl4+(n—1)!+(n—1)(n—2)! (puisqu’il reste n — 1
k=0

! — 1! —1(n-2)!

tn (=Dl (= 1)(n-2)

. n!
termes dont le plus grand vaut (n—2)!). On obtient donc — < — < —
n! " n! T onl n! n!

I

U 2
soit 1 < =2 <14+ = (les deux derniers termes & droite sont en fait égaux). Comme lim 1+ — =1,
n! n n—-+oo0 n

Un

on peut conclure & 'aide du théoréme des gendarmes que lim 1. Autrement dit, on a en fait

n—++a3n'
k=n
> Kl ~nl.
k=0

Exercice 5 (***)

1. Mea culpa, cette question est beaucoup plus difficile que je ne le pensais au premier abord. On

veut montrer, en passant a l’exponentielle, que Vn € N, (n+1) In <1 + L) >nln (1 + g),
n n

a

ce qui découle du fait que la fonction f : x — xlIn (1 + —) est croissante sur R} . On a
x

T+ a

f(z) = zln = zln(z + a) — zlnz, donc f'(x) = ln($+a)+7f_ —Inz — 1, et
x r+a
1 —z 1 _ 2 _a?
f(z) = + rraze L Hzta)tar—(z+a) = a < 0. La fonction
r+a (r+a)? =z z(x + a)? z(x + a)?

a x
f" est donc strictement décroissante sur R. Or, f'(z) =In (1 + —) + P 1 a pour limite
x r+a

0 en +oo. La fonction f’ est donc toujours positive, ce dont on déduit que f est bien croissante
(ouf...).

2. Le plus simple est de faire deux petites études de fonction : posons sur g(t) = t — In(1 + ¢).
La fonction g est définie sur R, (elle est méme définie entre —1 et 0, mais pour ce qu’on noue
demande, pas la peine de s’y intéresser), de dérivée ¢'(t) = 1— ——

T+t 1+t
est donc croissante, et comme g(0) = 0, elle est toujours positive, ce qui prouve que In(1+¢) < ¢

sur Ry .

> 0. La fonction g

1 14+t-1¢
De méme, on pose h(t) = In(l +t) — i (1++ nE =
1+t-1 t . ., . L .
5 = 5 = 0. Cette fonction est donc également croissante, et vérifie aussi A(0) = 0,
(1+1¢) (1+1¢)
d’ol sa positivité sur Ry et 'encadrement souhaité.

t
——, fonction dont la dérivée vaut
14+t
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a a
3. Onalnu, =nln <1 + —), donc en posant t = — et en appliquant I’encadrement de la question
n n

Sle

a
précédente, nx < Inwu, < nx—, qu’il suffit de simplifier pour obtenir le résultat demandé.
n

1+
na

3e

= a, le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que la suite In(u,)

4. Comme lim
n—+oon + a

converge vers a. La suite (u,) a donc pour limite e®.

a\n
5. Pour a = 1, on obtient le résultat classique suivant : liril (1 + —) =e.
n—-+0oo

Exercice 6 (*)

Le fait que w,, soit strictement positif pour n > 1 (légére coquille dans ’énoncé) est absolument

n(n+ 2) n?+2n—(n+1)>2 -1

— — 1 = = < 0, donc u, < 1.

(n+1)2 (n+1)2 (n+1)2 "

Le calcul de limite n’utilise absolument pas cet encadrement mais ne pose aucun probléme : u, =
A P done i 1

—_— ~ — = onc lim u, =1.

n2+2n+1 n? ’ n-too

évident. De plus, u, — 1 =

Exercice 7 (**)

Il y a deux points sur les trois qui sont trés faciles & prouver :

® v, —u, = —, donc lim wu, —v, =0.
n n—-+00

® Uyt — Uy = > 0, donc la suite (u,) est croissante.

(n+1)2
. L. 1 1
Ne reste plus qu’a prouver que (v,) est décroissante : vp41 — Uy, = Upt+1 + T Up — — =
n n
1 1 1 n+nn+1)—m+1)?% 2n+n?-n?2-2n-1 -1 )
+ ——= = = < 0. La suite
n+1)?2 n+1 n n(n+1)? n(n+1)2 (n+1)2

(vp,) est donc bien décroissante, et les deux suites étant adjacentes, elles convergent donc vers une
limite commune.

Exercice 8 (**)

1. Le terme d’indice n de la suite est constitué d’une somme de n réels dont le plus petit est — n
n+n

. On en déduit que n X <u, <nx , d’ot I'encadrement

n
t le pl
e PR BIOS L n?+n n?2+1

demandé.

2. Les deux suites extrémes ayant pour limite 1, une simple application du théoréme des gendarmes

permet de conclure que lim wu, = 1.
n—-4o00

Exercice 9 (***)

1. Tl suffit pour cela de prouver par récurrence que ¥n € N, u,, > 0 et v, > 0. C’est vrai au rang 0
par hypothése, et si u,, et v, sont tous deux strictement positifs, ce sera aussi le cas de u,, + vy
et de u,vy, donc de up4+1 et vy41. Ainsi, les deux suites sont bien définies.

. . . Up—1 + Un—
2. Supposons n > 1 (pour n = 0 I'inégalité est vraie par hypothése). On a v, —u, = e

2
Up—1 + Un—-1 — 2\/un71\/vn71 (\/’LLn,1 - \/'Unfl)2
2

v/ Un—1Un—-1 = 5 =
3. C’est désormais facile en utilisant le résultat de la question précédente : up 1 — Uy = /UnVn —

Un = /Un(1/Un — \/Up) > 0 puisque v, > uy, donc (u,) est strictement croissante. De méme,
Uy, + U Uy, — VU .
Upt1 — Up = % — vy = % < 0, donc (vy,) est décroissante.

> 0, donc u, < vy.
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4. On ne peut pas affirmer que les suites sont adjacentes car on ne sait pas si (u, — vy) tend vers
0. Par contre, (u,) étant croissante et majorée par exemple par vy (car u, < v, < vy puisque
la suite (v,) est decroissante), le théoréme de convergence monotone permet d’affirmer qu’elle
est convergente vers une certaine limite [. De méme, (v,) est décroissante et minorée (encore

plus simplement, par 0), donc converge vers une limite {’. La suite (v,,11) converge aussi vers

I+ I
M, on a donc I’ = ; , d’ou 3= 9 soit [ = I'. Finalement, les

deux suites ont bien la méme limite (appelée moyenne arithmético-géométrique des deux réels
a et b).

5. Evidemment, sans avoir vu les boucles WHILE et REPEAT, il est plus difficile de répondre &
cette question. Vous pourrez revenir dessus trés bientot, voici en tout cas un programme qui
effectue ce calcul :

PROGRAM arithmeticogeometrique ;
USES wincrt ;

VAR e,a,b,u,v,w : real;

BEGIN

WriteLn(’Choisissez les reels a et b’) ;
ReadLn(a,b) ;

WriteLn(’Choisissez la precision de la valeur approchee’) ;
ReadLn(e) ;

u:=a;v:=b;

WHILE (v-u > e) DO

BEGIN

w = (ut+v)/2;

u := sqrt(u*v);

', mais comme v, 11 =

Vi=w;
END;
WriteLn(’La moyenne arithmético-géométrique de ’a,” et )b, vaut ";u,” a ’e,” prés.’);
END.

Exercice 10 (***)

1. Pour que la suite soit bien définie, il faut que u, ne soit jamais égal & 1. C’est le cas pour
ug, mais il n’est pas facile de s’en sortir par récurrence ensuite. Constatons que up+1 = 1 &
u2 +1=wu, — 1< u2 —u, +2 =0, équation qui a un discriminant négatif et n’admet donc
pas de solution. Autrement dit, on ne peut jamais tomber sur la valeur 1 avec cette relation

de récurrence, et la suite est donc bien définie.
C2z(z—1)— (2 +1) 2?—2z-1

(x — 1)2 = (:1: — 1)2 . Le numérateur

2—2v2
7\[:1—\/5, etx2:1+\@. La
fonction f est strictement croissante sur | —oo; 1 —+/2] et sur [1++/2; +00[, et décroissante sur

1-v2)2+1
[1—+/2; 1 et sur |1; 1++/2]. Elle admet un maximum local en 1—+/2 qui vaut ¢ =

1-v2-1
4—2/2 (1+v22+1  442V2
2 -

1+v2-1 V2
2V/2 + 2.
22—z +2

3. Ona f(z) —x = 1

dont on déduit qu'il est toujours positif. Si x < 1, f(z) est donc inférieur a z, et f(z) > x si
x> 1.

2. La fonction f admet pour dérivée f/(z)

a pour discriminant A = 8 et admet deux racines z; =

=2 — 2\@; et un minimum local en 1 + /2 qui vaut

, et on a vu plus haut que le numérateur ne s’annulait jamais, ce

http://xriadiat.e-monsite.com

6



PROF : ATMANI NAJIB 2er BAC Sciences Mathématiques BIOF

4. Une récurrence facile permet de prouver que u, > 2v/2+2 dés que n > 1. C’est vrai pour u; car
u1 = f(uo) et que la plus petite valeur prise par f sur l'intervalle |1; +-o00[ est 2v/2+2 (question
2). Si on suppose désormais 1, > 2v/242, on a a fortiori u, > 1, donc u, 11 = f(un) > 2v/2+2,
ce qui achéve la récurrence. Comme on a toujours f(x) > z quand x > 1, on en déduit que
Up+1 > Uy pour tout entier n, et donc que la suite est strictement croissante. Si elle était
convergente, sa limite [ vérifierait f(I) = [, ce qui n’est pas possible puisque cette équation n’a
pas de solution. La suite ne peut donc pas converger; comme elle est croissante, cela signifie
que (uy,) n’est pas majorée et diverge vers +oo.

5. Le principe est exactement le méme : on prouve par récurrence que Vn > 1, u, < 2 —2v/2 (qui
est négatif, donc trés inférieur a 1), on en déduit que la suite est décroissante puisque f(z) < x
sur 'intervalle ou se situent les valeurs de la suite, et enfin que la suite ne peut pas converger,
donc diverge vers —oo.
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