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Mathématiques 2éme BAC Sciences Mathématiques A BIOF

Chapitre I
Arithmétique

L'arithmétique est un des secteurs scientifiques les plus anciens et les plus féconds. Fondée es-
sentiellement par les pythagoriciens pour qui tout était nombre, elle connu de grands progres sous
I'impulsion de FERMAT, EULER, LAGRANGE, GAUSS et LEGENDRE. Longtemps considérée comme la
branche la plus abstraite et la moins utile des mathématiques, elle connait aujourd’hui de nom-
breuses applications en informatique, en électronique et en cryptographie.

I.1 LesensemblesN et Z

I.1.1 Lensemble N

IN désigne I'ensemble des entiers naturels et N* désigne 'ensemble des entiers naturels non
nuls.Ona:IN=1{0;1;2;3;...;m;n+1;.. et N* =IN\ {0}.

I.1.1.a Addition et multiplication dans IN

IN est muni de deux opérations :
- l’addition, notée +; Addition dans IN Multiplication dans IN
- la multiplication, notée x. a+0=0+a=a axl=1xa=a

Pour tous entiers naturels a et b, a + b et| 0est élément neutre pour + | 1 est élément neutre pour x
a x b sont des entiers naturels; on dit que| (@+b)+c=a+((b+c) | (axb)xc=ax(bxc)

I'addition et la multiplication dans IN sont + est associative x est associative
des lois de composition internes. a+b=b+a axb=bxa

Les principales propriétés de l'addition + est commutative x est commutative

et de la multiplication dans IN sont résu- ax(b+c)=axb+axc

mées dans le tableau ci-contre oli a, b et ¢ x est distributive par rapport a +
désignent des entiers naturels. a+b=0=>a=b=0 ‘ axb=1=>a=b=1

Remarque Lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité le produit a x b est noté : ab.

I.1.1.b Ordre dans N

On définit dans IN une relation, notée <, par: V(a; b) € N? (a<beodceN,b=a+c).
Cette relation possede les propriétés suivantes, dont la démonstration est immédiate.
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6 I. Arithmétique

THEOREME 1.1.1
Pour tous entiers naturels a, betc,ona:

(D) asa La relation < est réflexive.

(2) si(asb)et(b<a),alorsa=b Larelation < est antisymétrique.

3) si(asb)et(b<c), alors (a<c¢) Larelation < est transitive.
Remarques

1. Une relation binaire a la fois réflexive, antisymétrique et transitive est une relation d’ordre.

2. Deux entiers naturels a et b sont toujours comparables, c’est-a-dire on a toujours (a < b) ou
(b < a), on dit que < dans IN est une relation d’ordre total.

3. Une relation d’ordre partiel est une relation d’ordre non total. Par exemple c sur P (N) est
une relation d’ordre partiel.

On admet le théoreme suivant.
THEOREME I.1.2
| Toute partie non vide de IN admet un plus petit élément.

Exemples
1. Le plus petit élément de IN est 0.
2. Le plus petit élément de 'ensemble {2n + 7|n € IN} est 7.

[.1.2 L'ensemble Z

Z. désigne I'ensemble des entiers relatifs et Z.* 'ensemble des entiers relatifs non nuls.
Ona:Z={.;n-1;n;...;-2;-1;0;1;2;..} et Z* = Z\ {0}.

I.1.2.a Addition dans Z

Lensemble Z muni de I'addition possede les propriétés suivantes.

THEOREME 1.1.3
Pour tous entiers relatifs a, betc,ona:

(1) a+be”Z. L'addition dans Z est une loi de composition interne.
(2) (a+b)+c=a+ (b+o). L'addition dans Z. est associative.
3) a+0=0+a=a. 0 est élément neutre pour I’addition dans Z.

(4 3de€eZ,a+ad =a +a=0. Toutélémentde Z aun opposé dans Z.

Remarque Un entier relatif @ n'admet qu’'un seul opposé, on le note (—a).

Vocabulaire Pour résumer ses propriétés, on dit que (Z, +) est un groupe.

Plus généralement, un ensemble muni d'une loi de composition interne est un groupe lorsque::
— laloi est associative ;
— 'ensemble possede un élément neutre pour cette loi;
— tout élément de cet ensemble admet un « symétrique » dans cet ensemble.

Remarque Soit . 'ensemble des isométries du plan. (.%,0) est un groupe; en effet :
- la composée de deux isométries est une isométrie;
— la composée des isométries est associative ;
- l'application identique (élément neutre pour o) est une isométrie ;
- laréciproque d’'une isométrie est une isométrie.
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I.1. Les ensembles IN et Z 7

THEOREME 1.1.4
H Pour tous entiers relatifsa et b,ona: a+ b =b+ a. L'addition dans Z. est commutative.

On dit que (Z, +) est un groupe commutatif (ou abélien).
Remarques

1. (R,+) et (R*,x) sont des groupes commutatifs.

2. Legroupe (Lf, o) est non commutatif.

THEOREME I.1.5
Pour tous entiers relatifsa, betcona:

sia+b=a+c, alorsb=c.

Démonstration En effet, sia+b=a+c,alors: (—a)+a+b=(—a)+a+c;donc:b=c.0O

I.1.2.b Multiplication dans Z

L'ensemble Z muni de la multiplication posséde les propriétés suivantes.
THEOREME I.1.6

Pour tous entiers relatifsa, betcona:

@) axbe”Z La multiplication dans Z est une loi de composition in-
terne.

2) axb=bxa La multiplication dans Z est commutative.

3) (axb)xc=ax(bxc) Lamultiplication dans Z est associative.

4) axl=1xa=a 1 est élément neutre pour la multiplication dans Z.

(5) ax(b+c)=axb+axc La multiplication dans Z est distributive par rapport a
I’addition.

(Z, +) estun groupe commutatif; de plus x est une loi de composition interne a Z, associative, dis-
tributive par rapport a + et présente un élément neutre, 1, on dit que (Z, +, x) est un anneau. De
plus x est commutative dans Z, on dit que (Z, +, x) est un anneau commutatif.
THEOREME I.1.7
Pour tous entiers relatifs a, bet c,ona:
(1) bx0=0;
(2) siab=0alorsa=00ub=0.

Démonstration Nous ne démontrerons que la premiere propriété.
Ona:bb+bx0=bb+0)=bb=bb+0;donc: bx0=0.0

Remarques

1. Plus généralement un produit d’entier est nul si et seulement si 'un au moins des en tiers est
nul.

2. Ondéduitde (2) quesiab=aceta+0,alors b=c.

I.1.2.c Ordre dans Z.

Pour tous nombres entiers relatifs a et b, on pose: b—a= b+ (-a).
On définit dans Z une relation, notée <, par: V(a, b) € 7?2, (a <b < b-ac lN).
Cette relation est une relation d’ordre total.

On admet les deux théoremes suivants.

PROF : ATMANI NAJIB http://xriadiat.e-monsite.com



Mathématiques 2éme BAC Sciences Mathématiques A BIOF

8 I. Arithmétique

THEOREME 1.1.8
Soit a et b deux entiers relatifs.

(D) Pour tout entier relatif c,ona:a<b < a+c<b+c.
2) Pour tout entier naturelnonnulc,ona:a<b <= ac < bc.

Remarque Lorsqu’on multiplie chaque membre d'une inégalité par un nombre strictement néga-
tif, I'inégalité change de sens.

THEOREME I.1.9
H Toute partie bornée non vide de Z admet un plus petit et un plus grand élément.

Exemple Lensemble {n e Z| (n+2)?< 6} est borné. Son plus grand élément est 0 et son plus petit
élément est —4.

THEOREME L.1.10
‘ Soit a et b deux entiers relatifs tels que : b # 0.

Il existe un entier relatif n tel que : nb = a.

On dit que Z. est archimédien.
Démonstration 1*" cas: b > 1

— Sia=0,il suffit de prendre n = a.
— Sia<0,il suffit de prendre n = 0.

2%cas:b< -1
Ona:—-b=1;doncil existe un entier relatif m, tel que : m(-b) = a.

1l suffit donc de prendre : n=-m. O

I.1.2.d Division euclidienne dans Z.

THEOREME L.1.11
H Soit a et b deux entiers relatifs tels que b # 0.

Il existe un unique couple (g, r) élémentde ZXIN telque: a=bg+ret0<r <|b|.

Les nombres q et r s'appellent respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de a
par b. Effectuer une division euclidienne c’'est déterminer son reste et son quotient.
Démonstration

Existence

Soit A I'ensemble de entiers naturels de la forme : a— bq (g € Z).

An’est pas vide car a + |ba| est élément de A.

A est une partie non vide de IN, donc A admet un plus petit élément r.

Ona:reAetAcIN;donc:0<r.

1l existe un entier relatif g tel que: r = a— bgq.

Ona:r—|bl=a—-bqg-|bl;donc il existe un entier relatif q' telque:r—|bl=a- bq’.

r est le plus petit élémentde Aet:r—|b| <r;donc:r—|b|¢A; dolu:r—|b|<O0.

1l existe donc un couple (q,r) telque: a=bg+ret0<r <|b|.

Unicité

Soit (¢, 1) et (¢, r") deux couples telsque: a=bg+r;a=bqg +r';0<r<|blet0<r' <|bl.
Ona:0=b(g'-q)+r' —r;donc:|r' —r|=|bl|1q - qI.
Or:0<r'<|blet—|bl<-r<0;donc:—|b|<r'—r<|bl;dol:|r'—r|<|bl|; cest-a-dire : |b| |g' — g] < |b|.
De plus : |b| # 0; donc par quotient : |¢g' — gl < 1; d’ol1: |q’ — g| = 0; c'est-a-dire: g’ = q.

Deplus: ' =a-bqg' =a-bg=r;lecouple (g,r) est donc unique. O
p q q ple (g
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@ Pour démontrer qu'un objet U est I'unique objet vérifiant une propriété, il suffit de démontrer que tout objet U’ vérifiant la

propriété est égal a U.

Exemples

1. a=47etb=9 3. a=-47etb=9
Ona:47=9x5+2et0<2<9. Ona:—-47=9x(-6)+7et0<7<9.
Donc:g=5etr=2. Donc:g=-6etr=7.

2. a=47etb=-9 4. a=-53etb=-12
Ona:47=(-9) x (-5)+2et0<2<9. Ona:-53=(-12)x5+7et0<7<12.
Donc:g=-5etr=2. Donc:g=5etr=7.

Remarque Lorsque b est positif, on peut effectuer la division euclidienne de a par b, al’aide d'une

a
calculatrice, en utilisant les formules : g = E (E) et r = a— gqb, ou E désigne la fonction partie en-
tiere.

Exemple Effectuer la division euclidienne de —23 564 par 1229.

-23564 —-23564
Ona: ———=-19,1...;donc: g=E 1229 =-20etr=-23564-1229 x (-20)=1016.

1229

[.1.3 Numération

I.1.3.a Bases de numération

L’homme compte depuis 'aube de I'humanité. Il commenca par compter sur ses dix doigts,
aujourd’hui il utilise le systeme décimal, ou base dix. Ainsi le nombre que nous désignons par
51253 est, d’apreés notre systeme usuel de numération : 5x 104 + 1 x 10° +2 x 10 +5 x 10 +3 x 10°,

La base dix s’est imposée par 'usage. Les ordinateurs comptent en base deux (systeme bi-
naire) ; les gens qui programment les ordinateurs en assembleur utilisent des codes en base 16
(systeme hexadécimal) ; les navigateurs expriment la latitude et la longitude en degrés, minutes et
secondes; ils comptent donc en base soixante (systeme sexagésimal).

On admet le théoreme suivant.

THEOREME L.1.12
Soit p un entier naturel supérieur ou égal a 2. Tout entier naturel x peut s’écrire de facon unique:

n
x= Z akpk, ol les a; sont des entiers naturels telsque: 0 < ap < p avec a, #0six#0et n=0si

k=0
x=0.
La suite ag, ay, ... , a, est appelée développement de x en base p et I'on écrit : X = @, ay—1 ... a1 ag" .

Remarque Le quotient et le reste de la division euclidienne de x par p sont respectivement :

qo = Qnln—1...a1" et ap.

Le quotient et le reste de la division euclidienne de g, par p sont respectivement :

1 =Anlpo1 ... G etay.

On peut ainsi déterminer de proche en proche tous les chiffres de I'entier naturel x écrit en base
p.

Exemples
1. Ona:121=4x5°+4x5"+1x5%; donc: 121:@5.

PROF : ATMANI NAJIB http://xriadiat.e-monsite.com
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I. Arithmétique

2. Pour convertir 134 en base 7, on effectue des divisions successives par

7 en commencant par 134, comme indiqué sur la figure ci-contre.
On en déduit que : 134 = 251 .

I.1.3.b Systeme binaire

Pour écrire un nombre en base 2, ’ensemble des chiffres utilisé est : {0;1}.

Exercicel.1.1. Convertir en base dix le nombre : mz .
Solution Ona:T0010011101 = 210427 +24 423422420 O
1024+128+16+8+4+1

= 1181

Exercicel.1.2. Convertir en base deux le nombre : 203.

134

1

7

19

[\)[\)‘\]

7
0

Solution Effectuons des divisions successives par 2 en commencgant par 203, comme indiqué sur

la figure ci-dessous.

203 2
1 101 2
1

50
0

R
S|
S NN
OCD‘[\J
»—40.3‘[\3

On en déduit que : 203 = T1001011-. O

I.1.3.c Systeme hexadécimal

»—4»—“[\3

Pour écrire un nombre en base 16, ’ensemble des chiffres utilisé est :

{0;1;2;3;4;5,6;7;8;9;A;B;C;D;E; F}

Les chiffres A, B, C, D, E et F représentent respectivement les nombres 10; 11; 12; 13; 14 et 15.

Exercicel.1.3. Convertir en base dix le nombre : BAC .
Solution Ona:BAC = 11x162+10x16'+12x16° O
= 2816+160+12
= 2988
Exercicel.1.4.  Convertir en base seize le nombre : 51 966.
Solution Effectuons des divisions successives par 16 en 51966
commencant par 51966, comme indiqué sur la figure ci- 14

contre. 5
On en déduit que : 51966 = CAFE .

16
3247
15

16
202
10

16
12
12

16

0
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I.1.4 Exercices

I.1.a. Résoudre dans IN? le systéme :
xy s 2x

{ x+y = 4 °

I.1.b. Résoudre dans Z? le systeme :
xy = 1

{ 3x+y = -4~

I.1.c. Démontrer par récurrence que pour tout

entier naturel non nul n,on a:

2 nn+1)2n+1)
= 5 .

I.1.d. Démontrer par récurrence que pour tout
entier naturel n supérieur ou égala 3, ona:
nl=2"1
I.1.e. Effectuer la division euclidienne de a par
b dans chacun des cas suivants.

o a=6letbh=17

o a=6leth=-17

o a=-6letb=17

12422 +3%+.-.4n

o a=-6letb=-17
o a=6327etb=628

I.1.f. Déterminer I'entier naturel qui divisé par
23 a pour reste 1 et qui divisé par 17 a le méme
quotient et pour reste 13.

I.1.g. Ecrire en base 2 les nombres : 19; 157 et
987.

L1.h. 2Ecrire en base 10 les nombres : 10110 ;
11011 et 101011 .

I.1.i. Ecrire en base 16 les nombres : 19; 157 et
987.

. G —16 —16
I.1.j. Ecrire en base 10 les nombres : 16 ; 1A
et2a .

I.1.k. Ecrire en base 6 le nombre : 1234

I.1.1. Déterminer les couples de chiffres (x;y)
tels que le nombre d’écriture décimale 724xy
soit multiple de 9.

I.2 Multiples et diviseurs d’un entier relatif

I.2.1 Multiples d’'un entier relatif

I.2.1.a Définition et propriétés

DEFINITION 1.2.1
Soit a et b deux entiers relatifs.

Exemples

a est un multiple de b s’il existe un entier relatif k tel que : a = kb.

1. Ona:99=9x1letlleZ;donc99 est multiplede9 (etde 11).
2. -21,-14,-7,0,7, 14, 21 sont des multiples de 7 et de —7.

Remarques
1. Tout entier relatif est multiple de —1 et de 1.
2. 0 est multiple de tout entier relatif.

THEOREME 1.2.1

Soit a et b deux entiers relatifs tels que b est non nul.
a est multiple de b si et seulement si le reste de la division euclidienne de a par b est 0.

Démonstration Soit g le quotient et r le reste de la division euclidienne de a par b.Ona:a=bqg+r,avec0<r <|b|.

Sir=0,alors: a=bqg+0; donc a est multiple de b.

Réciproquement, si a est multiple de b, il existe un entier relatif k tel que : a = bk = bk +0.

On peut donc prendre g = k et r = 0 or d’apres le théoreme 1.1.11 le couple (g; r) est unique, donc: r =0.0

THEOREME 1.2.2
H Soit a et b deux entiers relatifs.

Si a est multiple de b et si a # 0 alors : |a| = |b|.

Démonstration Soit a et b deux entiers relatifs tels que a est multiple de b et a #0.

PROF : ATMANI NAJIB
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1l existe un entier k tel que a = kb; donc: |a| = |k| |b|.
Deplus: a#0;donc:|k|#0;dou:|k|=1.
En multipliant cette derniere inégalité membre a membre par |b|, il vient : |a| = |b|. O

THEOREME 1.2.3
Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs.

(1) a est multiple de a.
(2) Si a est multiple de b et b est multiple de a, alors a= b ou a = —b.
3) Si a est multiple de b et b est multiple de c, alors a est multiple de c.

Démonstration

€)) a=1x a donc a est multiple de a.

(2) Si a est multiple de b et b est multiple de a, alors d’apres le théoreme 1.2.2 : |a| = |b| et |a| < |b|; d’'ou: |a| = |bl;
c'est-a-dire: a=boua=-b.

(3)  Siaestmultiple de b et b est multiple de ¢, alors: a=kb (k€ Z) et b=k'c (k' € Z);donc: a= (kk')c (kk' € Z).

Ce qui signifie que a est multiple de ¢. O
Remarque Dans [N, la relation « est multiple de » est une relation d’ordre partiel.

THEOREME 1.2.4

Soit a, b et n trois entiers relatifs.
Si a et b sont multiples de n alors, pour tous entiers u et v, au + bv est multiple de n.

Démonstration Ona:a=a'netb=b'n(avecad eZetb' €Z);donc:au+bv=(au+bv)n.O
————

eZ
Exemples

1. Lopposé d'un entier relatif pair est un entier relatif pair.
2. Lasomme de deux entiers relatifs pairs est un entier relatif pair.

I.2.1.b Ensemble des multiples d'un entier relatif

Soit n un entier relatif. Les multiples de n sont les nombres :
oy, X (_2)) nx (_]-)) nx (0)) nx (]-)) nx (2))

ces nombres sont de la forme : nk, ol1 k € Z.
Notation

L'ensemble des multiples de n (n € Z) est noté nZ.
Exemples

1. 3Z={--;-9;-6;-3;0;3;6;9;---}

2. 1Z=7Z2

3. 0Z=1{0}

Remarques

1. Pour tout entier n : nZ. = (—n)Z.; donc, en pratique, on utilise cette notation lorsque n est un
entier naturel.

2. Pour tout entier naturel n, (nZ, +) est un groupe commutatif.

708-709
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[.2.2 Diviseurs d’un entier relatif

DEFINITION 1.2.2
H Soit a et b deux entiers relatifs.

b est un diviseur de a (ou b divise a) si a est multiple de b.

Exemples

1. —4divisel2car:12=-4x (-3)et—-3 € Z.

2. 9divise234car:234=9x26et26€Z.

3. 32divise 323232 car:323232=32x 10101 et 10101 € Z.

Remarques
1. -1 et 1 divisent tout entier relatif.
2. Pour tout entier n, n et —n sont des diviseurs de 7.

Notations et vocabulaire Les diviseurs d'un entier n autre que: —n; —1; 1 et n; sont appelés divi-

seurs propres de n. Par exemple 2 et 6 sont des propres de 12.

Les théorémes suivant ne sont que des reformulations des théoréemes 1.2.1, 1.2.2, 1.2.3, 1.2.4 page

11 établis au paragraphe [.2.1.a.

THEOREME L.2.5
Soit a et b deux entiers relatifs tels que b est non nul.

THEOREME L.2.6
Soit a et b deux entiers relatifs tels que a est non nul.

Si b divise a, alors: |b| < |al.

THEOREME 1.2.7
Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs.

1) a divise a.
2) Si a divise b et b divise a, alors a = bou a= —b.
3) Si a divise b et b divise c, alors a divise c.

Remarque Dans IN, la relation « divise » est une relation d’ordre partiel.

THEOREME 1.2.8
Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs.

1) Si a divise b, alors —a divise b.
(2) Si c divise a et b alors, pour tous entiers u et v, ¢ divise au + bv.

[.2.3 Ensemble des diviseurs d’un entier relatif

Notation
Soit a et b deux entiers relatifs.
D a) désigne I'ensemble des diviseurs de a.
Da;b) désigne 'ensemble des diviseurs communs a a et b.
Exemples

1. 90)={- 1,1}

2. DA)={-4;-2;-1;1;2;4}

3. 96)={-6;-3;-2;-1;1;2;3;6}
4. 9D4;6)= {2, 1,1;2}

b divise a si et seulement si le reste de la division euclidienne de a par b est 0.
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Remarques

1. Ya;b)=YD(a)n D b).

2. Sia#0, Y(a) est un ensemble borné non vide (1 € Y(a) et Vd € Y(a), |d| < |al).

3. Si a et b ne sont pas tous nuls, YD(a;b) est de méme borné et non vide (1 € Y(a;b) et Vd €
D(a;b), |d|<lal ou |d| < |bl).

THEOREME 1.2.9
‘ Soit a, b et q trois entiers relatifs.

Ona: Ya;b) = Y(b;a-bq).

Démonstration Soit ¢ un élément de Y(a; b).
1l existe deux entiers relatifs k et k' tels que: a=kcet b= k'c.
Ona:a-bqg=(k-k'g)c;donc: ce Y(b;a-bq).
Par conséquent : Z(a;b) € Y(b;a—bq).
Soit ¢ un élément de Z(b; a- bq).
1l existe deux entiers relatifs k et k' tels que : b=kcet a—bg =k'c.
Ona:a=a-bg+bg=k'c—kcq=(k'—kq)c;donc:ce Ya;b).
Par conséquent : Z(b;a—bq) < Y(a;b).
Ona: Ya;b) < Y(b;a-bq) et Z(b;a-bq) < Y(a;b); donc: D(a;b) = Y (b;a-bq).0

Pour démontrer 1’égalité de deux ensembles E et E’, on peut établir leur double inclusion ; c’est-a-dire démontrer que : Ec E'
et E' cE.

1.2.4 Exercices résolus

Exercicel.2.1. Résoudre dans N? I'équation :

¥ -y*=35 (L1)

Solution
(LD — (x—=y(x+y)=35

Soit (x; y) un couple d’entiers naturels solution de I'équation (1.1) (s’il en existe).

Raisonnons par conditions nécessaires.

D’apres I'équivalence ci-dessus, (x — y) et (x + y) sont des diviseurs « conjugués » de 35.

y est positif, donc: x—y < x+y. De plus (x+ y) est positif, donc (x— y)(x+ y) est du signe de (x—y)
or ce produit est positif, donc (x — y) est positif, c’est-a-dire : y < x.

L'ensemble des diviseurs naturels de 35 est :

D(35) = {1;5;7;35}.

x+y)+x-y et y= x+y)—(x-y

En remarquant que : x = , on en déduit le tableau suivant

qui donne a la fois toutes les solutions potentielles et leur vérification.

x—y x+y X y x2—y2
35 |18 |17 | 18°-17°=324-289=35
5 7 6 | 1 6°-12=36-1=35

S={6;1),(18;17)}
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[.2.5 Exercices

I.2.a. Combien y a-t-il de multiples de 11 com- | 60.
pris entre —1000 et 1000 ? I.2.c. Déterminer les entiers naturels n et p tels
1.2.b. Déterminer I'ensemble des diviseurs de | que : n* — p* = 28.

I.3 Nombres premiers

[.3.1 Généralités

I.3.1.a Définition et propriété

Lorsqu’un entier naturel non nul admet un diviseur propre, on dit qu’il est composé car on peut
le décomposer. Par exemple, 2 est un diviseur propre de 6 et on a la décomposition: 6 = 2 x 3. Dans
une décomposition, par exemple : 1860 = 10 x 6 x 31, il peut arriver que certains facteurs soit com-
posés; on peut alors désirer pousser la décomposition au maximum. Dans I'exemple précédent
on obtient : 1860 = 22 x 3 x 5 x 31. On constate qu’on a utiliser les nombres 2; 3; 5 et 31 pour dé-
composer 1860. Plus généralement les entiers qui servent a décomposer completement les entiers
naturels supérieurs strictement a 1 sont appelés nombres premiers.

DEFINITION 1.3.1
H Un nombre premier p est un entier naturel qui possede exactement deux diviseurs positifs : 1 et p.

Exemples
1. Les six premiers nombres premiers sont:2;3;5;7;11; 13.
2. 6et121 ne sont pas des nombres premierscar:6=2x3et121=11x11.

Remarques

1. 0Oet1nesont pas des nombres premiers.

2. Deux nombres premiers distincts sont premiers entre eux (car 1 est le diviseur commun posi-
tif).

THEOREME L.3.1
H Tout entier naturel n = 2 admet au moins un diviseur premier.

Démonstration Soit Al'ensemble des diviseurs de n supérieurs ou égauxa2:A = {d =2|de YDn) }
Ona:neA;doncAn’est pas vide, par conséquent il admet un plus petit élément p.

Si p était composé il admettrait un diviseur propre positif p’ qui serait a la fois élément de A et strictement plus petit
que le plus petit élément de A, ce qui est contradictoire; donc p est un nombre premier et puisque p € A, p est un
diviseur de n. O

Remarque L'ensemble des diviseurs premiers de n n’est pas vide, il admet donc un plus petit élé-
ment : le plus petit diviseur premier de n.

I.3.1.b Ensemble des nombres premiers

THEOREME 1.3.2
| 1 existe une infinité de nombres premiers

DémonstrationSi 'ensemble des nombres premiers était fini il aurait un plus grand élément p~, p™! serait alors

mul-
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tiple de tous les nombres premiers et p!+ 1 n’aurait donc aucun diviseur premier, ce qui est en contradiction avec le

théoréme 1.6.1. Il existe donc une infinité de nombres premiers O

I.3.1.c Comment savoir si un nombre est premier

Un premier algorithme

THEOREME 1.3.3
H Soit n un entier naturel(n = 2).

Si n n’est pas premier alors il admet au moins un diviseur d tel que : 2 < d” < n.

DémonstrationSi n n’est pas premier, il admet au moins un diviseur entier naturel autre que 1 et n. Il existe donc deux
entiers naturels d et d’ tels que: n=d xd' et2<d < d'.Onadonc: 2 < d; et en multipliant la seconde inégalité
membre 2 membre par d on obtient : d* < n. O

Remarques

1. D’apres le théoréme 1.6.1, d admet un diviseur premier p et on a donc : p* < n; c’est-a-dire :
p< vVn.

2. En pratique c’est la contraposée de cette derniere implication qui est utilisée : « si » n’a aucun
diviseur premier, p, tel que : p < v/n; alors n est premier ».

Exercice 1.3.1. 163 est-il un nombre premier ?

Solution On a : V163 = 12,7--- ; les nombres premiers p vérifiant: p < V163 ; sont:2;3;5;7 et

11.

Ona: 163=2x81+1et0<1<2:donc163 n’est pas multiple de 2.
163=3x54+1et0<1<3:donc163 n'est pas multiple de 3.
163=5x32+3 et0<3<5:donc163 n’est pas multiple de 5.
163=7x23+2et0<2<7:doncl63 n’est pas multiple de 7.
163=11x14+9et0<9<11:donc 163 n’est pas multiple de 11.

163 n’est divisible par aucun des nombres premiers p vérifiant: p < v 163 ; donc163 est un nombre
premier.00

Le crible d’Eratosténe

L'algorithme suivant, di a Eratosthéne de Cyreéne (276-194 av. J.-C.), permet de déterminer les
nombres premiers inférieurs a un nombre donné n; dans les tableaux .3 et .4, ona: n =127.

On représente dans un tableau les entiers naturels successifs compris entre 2 et n.
Le nombre 2 est premier. On barre tous les multiples de 2 autre que 2.

Exemple 6 est diviseur de 54 car 54 =6 x 9.

Le premier nombre non barré est 3, qui est donc premier. On barre tous les multiples de 3
autre que 3.
On itere le procédé jusqu’a ce qu'il ne reste plus de nombre composé.

A partir des multiples de quel nombre premier est-on str d’avoir barré tous les nombres compo-
sés?

708-709
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2[3[4]5]6]7]8]9]10 2[3[4a]5]6]7]8]9]10
11 12|13 |14 (1516 | 17| 18 | 19 11 1213 | 14 | 15| 16|17 | 18| 19
20 |21 |22 23|24 25262728 20| 21 [ 22|23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28
29|30 |31 [32 33|34 35|36]37 29 | 30| 31 |32 | 33|34 |35 |36 |37
383940 [41 [ 42|43 |44 [ 45] 46 138739 |40 |41 | 42|43 |44 [ 45 | 46
47 | 4849 [50 | 51 |52 |53 | 54 | 55 47 | 48 | 49 |50 | 51 |52 | 53 | 54 | 55
56 | 57 | 58 | 59 | 60 | 61 | 62 | 63 | 64 56 | 57 | 58 | 59 | 60 | 61 | 62 | 63 | 64
6566|6768 69|70 717273 65| 66|67 | 68|69 70|71 | 72|73
74 | 75|76 |77 | 78| 79 | 80 | 81 | 82 74 | 75 | 76 | 77 | 78 | 79 | 80 | 81 | 82
83 | 84|85 |86 |87 888990091 83| 84| 85|86 | 87|88 |89 90|91
929394 (95| 96|97 |98 99100 92|93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 |160
101{102{103{104|105|{106(107|108|109 101162103164 |165|106|107 108|109
110|111|112({113|114|115|116|117{118 | 10| 111|112 (113|114 | 15| 116|117 | 118
119|120|121(122{123|124|125|126(127 11191120121 (122 (123|124 |125|126|127

TAB. 1.1 — Crible ' ERATOSTHENE (début) TAB. 1.2 — Crible ' ERATOSTHENE (fin)

I.3.1.d Nombres premiers et divisibilité

THEOREME L.3.4
‘ Soit p un nombre premier et a un entier relatif.

Si a n'est pas divisible par p alors a et p sont premiers entre eux.

Démonstration Les diviseurs naturels de p sont 1 et p, donc si p n'est pas un diviseur de a alors leur seul diviseur
naturel commun est 1; d'ott: PGCD (a; p) = 1.0

Remarque En particulier deux nombres premiers distincts sont premiers entre eux.

THEOREME L.3.5
Soit p un nombre premier et a, b deux entiers relatifs.

(1) Si p divise ab alors p divise a ou p divise b.
(2) Si de plus a et b sont premiers alors p =aou p = b.

Démonstration (1) Si p divise a, alors le résultat est acquis; sinon p divise ab et, d’apres le théoréme 1.6.4, p est
premier avec a donc, d’apres le théoreme de GAUSS, p divise b.
2) Si de plus a et b sont premiers alors les diviseurs naturels de a sont 1 et a et ceux de b sont 1 et b, comme p # 1
onendéduitque: p=aoup=>b.0
Plus généralement ce théoréme s’étend, par récurrence, a un nombre quelconque de facteurs et
nous obtenons alors le corollaire suivant que nous admettons.
COROLLAIRE 1.3.6

Soit p un nombre premier et a;, ap, - - -, a,, n entiers relatifs (avec n = 2).

@)) Si p divise a; x ay x --- x a, alors p divise I'un des facteurs a;.

(2) Si de plus les facteurs a; sont premiers alors p est I'un d’eux.

Remarque En particulier si p divise a” (avec n < 1) alors p divise a.

I.3.2 Décomposition en produit de facteurs premiers

2006-2007
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I.3.2.a Théoréme fondamental de I'arithmétique

On a vu en introduction des nombres premiers que les nombres premiers peuvent servir a
décomposer les autres entiers naturels en produit, par exemple :
—ona:12=2%x3;
— ona:3=3(3estunnombre premier) ;
- ona:720=2%x3%x5.
Plus généralement, on a le théoreme suivant.
THEOREME 1.3.7 THEOREME FONDAMENTAL DE I’ARITHMETIQUE
Soit a un entier tel que : a = 2.
Il existe un entier naturel non nul n, n nombres premiers distincts py, ..., p, et n entiers naturels
tousnon nuls ay, -+, o, tels que :

a=py' x---xpy" et  p1<p2<--<pn.

De plus cette décomposition est unique.

Démonstration

Existence

Considérons pour tout entier a = 2 la proposition P, : « pour tout entier b tel que : 2 < b < a; 1l existe un entier
naturel non nul n, n nombres premiers distincts p;,:--, p, et n entiers naturels tous non nuls ay,---, a, tels que :
b=pi" x--xpy" et pi<pr<--<ppnr
Poura=2,ona:b=2;n=1;p;=2eta; =1 car2=21.Donch est vraie.

Soit a un entier naturel supérieur ou égal a 2 pour lequel P, est vraie; démontrons P, ;.
11 suffit de déterminer une décomposition de a + 1 en produit de facteurs premiers. Deux cas sont envisageables.

1" cas: a + 1 est premier Alors:a+l=(a+1)1;onadonc: n=1;p1=a+1;a; =1etPy4 estacquise.

2% cas: a+ 1 n’est pas premier Soit p le plus petit diviseur premier de a + 1 (il existe d’apres la remarque suivant le
théoreme 1.6.1) et b le quotient de a+ 1 par p,onadonc: a+1= pb.
a+ 1 n'est pas premier, donc : 2 < b < a; d”apres P, il existe donc un entier naturel non nul n, » nombres

premiers distincts py,---, py et n entiers naturels tous nonnuls ay, -+, a, telsque : b = p‘lxl x-xpyt et pp<
p2<:-<pn.
p1,-++, pn sont des diviseurs premiers de bdoncde a+1; d’ou: p < p;.
- Sip<ppalorsa+l=pxpli x--xpietp<p1<pr<-<pn;
arp+1

- sip=pralorsa+1=pi'" x pi® x-x pitet p<pr<pa<-<pu;
et P44 est également acquise.

Par récurrence on en déduit I'existence de la décomposition pour tout entier a = 2.

Unicité
Soit a un entier avec a=2eta= p{' x---x py", a = q?l x---xqg" avec p1 < p2<--<ppetq<go <--<(ndeux
décompositions en produits de facteurs premiers.
Démontrons que m = n et que pour tout entier i compris entre 1 et n: p; = q; et a; = ;.
Soit i un entier compris entre 1 et n. p; divise a donc p; divise q?l X oo X qg”. On en déduit, d’apres le corollaire 1.6.6,

que:pief{q, -, qn}.

Pour tout entier i comprisentrel et nona: p; € {ql,--- , qn}; donc: {pl,--- , pn} c {ql,--- , qn}.

Deméme: {qi, -, gn} <{p1,-:+, pn}; donc:{p1,, pu} ={q1,--+, qn}-

On en déduit que m = n puis par récurrence que : p1 = q1; p2=q2; ...; Pn = qn-

Il ne reste plus qu’a démontrer que pour tout entier i compris entre 1 et n: a; =f3;.

Soit i un entier compris entre 1 et n. p;.xi divise p‘fl X +ee X p?i 1 pE”' x p?i*ll X eee X pg" et (d’apres les remarques consé-

cutives au théoréme 1.6.4 et au corollaire 1.4.11) est premier avec p;' x --- x p?ﬁ‘ll x p?ﬁl X oee X plz" donc, d’apres le

théoremedeGauss: p° divise pﬁii.
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Bi

Deméme: p;’ divise pi*; donc: p}' = p?i ;dot:a; =p;.0

1.3.2.b Nombres de diviseurs naturels d’'un entier

Exercice 1.3.2. Déterminer 'ensemble des diviseurs naturels de 224
Solution Décomposons 224 en produit de facteurs premiers. Il vient :

224=2°x7.

Les diviseurs naturels de 224 sont donc les nombres, d, qui peuvent s’écrire sous la forme : d =
2%x 7P aveca € {0;1;2;3;4;5} et a € {0; 1}.
On en déduit que 224 a 10 diviseurs naturels dont I'ensemble est :

@(224) = {1;2;4;8;16;32;7;14;28;56;112;224}.

1.4 PPCM et PGCD de deux entiers relatifs

[.4.1 PPCM de deux entiers relatifs

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls et A ’ensemble des entiers naturels non nuls apparte-

nanta aZnbZ. (onadonc: A= aZnbZnIN*). A est une partie non vide de IN (car |ab| €A), donc
A admet un plus petit élément.

DEFINITION 1.4.1
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.

Le plus petit commun multiple de a et b, noté PPCM (a, b), est le plus petit élément strictement
positif de aZ. N bZ.

Exemple Ona:12Z ={---;-12;0;12;24;36;48;60;72;84;96;---}
16Z =4{---;,-16;0;16;32;48;64;80;96;---}

12Z.n16Z ={---;-48;0;48;96;---}
donc: PPCM(12;16) =48

Exercicel.4.1. Déterminer le PPCM de 8 et 3.
Solution Les premiers multiples strictement positifs de 8 sont:8;16;24 ;...
le premier d’entre eux qui est multiple de 3 est 24 ; donc : PPCM (3;8) =24. 0O

Remarques

1. Pour tous entiers relatifs non nuls a et b, on a: PPCM (a; b) = PPCM (|al;|b]).

Dans une recherche de PPCM, on peut donc toujours se ramener a la recherche du PPCM de deux
entiers naturels non nuls.

2. Pour tous entiers naturels non nuls a et b, on a: max{a; b} < PPCM (a;b) < ab.

3. Pour tous entiers naturelsnonnuls aet b,ona:PPCM(a;b)=a <= acb”Z.

THEOREME [.4.1
H Soit a et b deux entiers naturels non nuls et p leur PPCM.

Ona:aZnbZ = p”Z.

Démonstration

Soit k un élément de pZ.
k est multiple de p et 1 est multiple de a et de b; donc, par transitivité, k est multiple de a et de b.
Tout multiple de p est multiple de a et de b; donc : pZcaZnbZ.

PROF : ATMANI NAJIB http://xriadiat.e-monsite.com



Mathématiques 2éme BAC Sciences Mathématiques A BIOF

20 I. Arithmétique

Soit k un élément de aZ n bZ.
Désignons par g et r le quotient et le reste de la division euclidienne de k par p; ona:r =k—puqg.
k et g sont des multiples communs a a et b; donc: r € aZ.n bZ.
De plus, [ est le plus petit élément strictement positif de aZnbZet0<r < p;donc:r =0.
On en déduit que : k € pZ. Donc: aZ.N bZ.c pZ.

Ona:pZcaZnbZetaZnbZ cuZ;donc: aZnbZ =pZ.0

Remarque Cette propriété signifie qu'un entier ¢ est multiple de a et de b si et seulement si il est
multiple de p.

Exemple On sait que : PPCM (12;16) = 48; donc un nombre est multiple de 12 et de 16 si et seule-
ment si il est multiple de 48.

ExerciceI.4.2. 1. Déterminer le PPCM de 2 et 3.

2. Soit n un entier relatif, démontrer que n3

Solution 1. Les multiples strictement positifs de 3 sont :3;6; ...; parmi eux le plus petit entier
pair est6, donc : PPCM (2;3) = 6.

2.0na:n*-n=nmn?*-1)=m-)xnxn+1);n’—nest donc le produit de trois entiers consécutifs,
I'un d’entre eux est multiple de 3, donc n® — n est multiple de 3.

— n est multiple de 6.

n x (n+1) est le produit de deux entiers consécutifs, I'un d’eux est multiple de 2, donc n-n

est multiple de 2.

n® — n est multiple de 2 et de 3, il est donc multiple de leur PPCM, c’est-a-dire de 6. O

THEOREME 1.4.2 (MULTIPLICATIVITE DU PPCM)
H Soit a, b et k trois entiers naturels non nuls.

Ona:PPCM (ka; kb) = kPPCM(a;Db).

Démonstration Posons : it = PPCM (a; b) et u; = PPCM (ka; kb).
u est multiple de a et b, il existe donc deux entiers naturels non nuls @’ et b’ tels que : u= aa’ et p= bb'.

Ona: kp = kaa et kp=kbb'. kp est un multiple commun a ka et kb; donc : kp est multiple de p;.

w1 est multiple de ka et kb, il existe deux entiers naturels non nuls a” et b” tels que : pj = kaa” et puy = kbb".
Ona:aa"=bb"; aa’ estun multiple commun a a et b, donc : aa” est multiple de p. On en déduit que : p; est multiple
de kp.

M1 et kp sont deux entiers naturels multiples I'un de I'autre, ils sont donc égaux. On a donc : PPCM (ka; kb) =
kPPCM (a;b). O
Exercice .4.3. Déterminer le PPCM de 45 et 120
Solution On a :PPCM (45;120) =PPCM (15 x 3;15x 8) = 15 x PPCM (3;8).
Oron avu que : PPCM (3;8) = 24 ; donc : PPCM (45;120) = 15 x 24 = 360. O

[.4.2 PGCD de deux entiers relatifs

I.4.2.a Définition et propriétés

Soit a et b deux entiers relatifs non tous nuls. On a vu (remarque 3 §1.2.3 page 13) que I'en-
semble Y(a; b) des diviseurs communs 2 a et b est non vide et borné, Z(a; b) admet donc un plus
grand élément.

DEFINITION L.4.2
Soit a et b deux entiers relatifs non tous nuls.
H Le plus grand commun diviseur de a et b, noté PGCD (a; b), est le plus grand élément de Da;b).
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Exemples
1. Ona: @(12) ={-12;-6;-4;-3;-2;-1;1;2;3;4;6;12}
9(15) = {-15;-5;-3;-1;1;3;5;15}
2(12;15) ={-3;-1;1;3}
Donc : PGCD (12;15) = 3.
2. Y0={-7;-1;1;7}
Donc le PGCD de 7 et 24 est 7 ou 1; mais 7 ne divise pas 24 ; donc : PGCD (7;24) = 1.

Remarques

1. Pour tous entiers relatifs non nuls a et b, on a : PGCD (a; b) = PGCD (|al; | b|).

Dans une recherche de PGCD, on peut donc toujours se ramener a la recherche du PGCD de deux
entiers naturels non nuls.

2. Pour tous entiers naturels non nuls a et b, ona: 1< PGCD (a;b) < mini{a; b}.

3. Pour tous entiers naturelsnonnuls a et b, ona: PGCD (a;b)=b <= be Y(a).

4. Pour tout entier naturel non nul ¢, on a: PGCD (c¢;0) = c.

THEOREME 1.4.3
‘ Soit a et b deux entiers naturels non nuls et § leur PGCD.

Ona: Ya;b) = Y).

Démonstration

Soit d un élément de Z(8). d divise & et & divise a et b; donc, par transitivité, d divise a et b. Tout diviseur de §
divise a et b; donc : Z(8) < Ya; b).

Soit d un élément de Y(a; b). Désignons par ple PPCM de d et 6; onadonc: d < .
a est multiple de d et de 8, donc a est multiple de pu. De méme b est multiple de p. Donc p est un élément de Z(a; b) ;
donc: pu<3§;puis: p=32.
Ona:PPCM(d;8) = &; donc d divise &; c’est-a-dire : d € X(8). Donc : Y(a; b) c X (5).
On en déduit que : Y(a;b) = X(5).0

Remarque Ce théoreme signifie qu'un entier d divise a et b si et seulement si il divise 0.

THEOREME 1.4.4 (MULTIPLICATIVITE DU PGCD)
H Soit a, b et k trois entiers naturels non nuls.

Ona:PGCD (ka; kb) = kPGCD (a;b).

Démonstration Posons : 6 = PGCD (a; b) et 8; = PGCD (ka; kb).
Il existe deux entiers naturels non nuls a’ et b’ tels que : a=8a' et b=56b'.
Ona: ka=kdd et kb=kdb'. k& divise ka et kb, donc k& divise §;.
Il existe un entier naturel non nul ¢ tel que :
81 = qkd. 12)

1l existe deux entiers naturels non nuls a” et b” tels que : ka= 814" et kb =56,b".
D’aprés (1.2), onadonc: ka = gk8a” et kb= qkdb" ; or k n’est pas nul, donc: a= gda” et b= gdb";
g6 divise a et b, donc g3 divise §; gd et & sont deux entiers naturels multiples I'un de I'autre, ils sont donc égaux.
En remplacant g6 par & dans (I.2), on obtient : §; = k5. O

Exercicel.4.4.  Déterminer le PGCD de 300 et 375.
Solution On a :PGCD (300;375) = PGCD (25 x 12;25 x 15) =25 x PGCD (12;15) ;
On a vu que : PGCD (12;15) =3 ; donc : PGCD (300;375)=25x3 =750

THEOREME 1.4.5
‘ Soit a et b deux entiers relatifs non tous nuls et 6 leur PGCD.

Les nombres de la forme : au + bv (avec u € Z et v € Z) ; sont les multiples de 6.

Démonstration Soit u et v deux entiers relatifs. au et bv sont multiples de 5, donc au + bv est multiple de 5.
Réciproquement, considérons 'ensemble A des entiers naturels non nuls qui peuvent s’écrire sous la forme

au+bv (ueZetveZ).Sianestpasnul,ona:|al =|alx1+bx0; donc: |al € A. A est une partie non vide de

IN, elle admet donc un plus petit élément p. Il existe deux entiers relatifs u’ et v’ tels que : p = au’ + bv'.

Divisons a par p, on obtient: a= pg+ravecO0<r<p.Donc:r=a-pqg=a(l-u'q)+b(v'q) etr¢A;on en dé-

duit que : r = 0. Donc p divise a. De méme p divise b; donc p divise 6. Or, p est un naturel multiple de 6; donc
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d=p=au +bv.
Tout multiple de & est de la forme : k8 (k € Z) ; c’est-a-dire de la forme : a&'/k+bz’£ (avecueZetveZ).O

Exemple On a: PGCD (300;375) = 75 et 225 est multiple de 75;
donc il existe deux entiers relatifs u et v tels que : 225 =300u + 375v.
En effet : 225 =300 x (—-3) + 375 x3 0u 225=4125-3900 =300 x (—13) + 375 x (11).

Remarque En termes ensemblistes, le théoréeme 1.4.5 peut s’écrire : 6Z = {au+ bv | ue”Zetvery.

Exercice 1.4.5. Soit n un entier relatifet d le PGCD de2n + 3 et3n + 2. Démontrer que : 8 =1 oud = 5.
Solution d divise 2n+ 3 et 3n+ 2, donc d divise 3(2n + 3) —2(3n + 2), c’est-a-dire 5. On en déduit
que § vaut 1 ou5.0

La démonstration du corollaire suivant est incluse dans la démonstration du théoréme .4.5.

COROLLAIRE 1.4.6
‘ Soit a et b deux entiers relatifs non tous nuls et 6 leur PGCD.

Il existe deux entiers u et v tels que : § = au + bv.

Exercicel.4.6.  Léquation :21x— 63y = 36 ; a-t-elle des solutions dans Z*

Solution 21 et 63 sont deux multiples de 7. Pour tous entiers x et y le premier membre de I'équa-
tion est multiple de 7 alors que 36 n’est pas multiple de 7, I'équation n’a donc pas de solutions
dans Z?.O

Exercice 1.4.7. 1. Déterminer une solution, dans Z?, de 'équation : 7x — 24y = 1.

2. En déduire une solution, dans Z?, de Péquation : 7x — 24y = 5.

Solution1.0na:7x—-24y=1 <= 24y+1="7x.

Pour trouver une solution, il suffit donc de trouver un entier y tel que 24y + 1 soit multiple de 7.
On constate que pour y =0 et y = 1, 24y + 1 n'est pas multiple de 7 ; en revanche pour y = 2 on
obtient:24y+1=49=7x7;dot1:7x7-24x2=1.

(7;2) est une solution de I'’équation : 7x — 24y = 1.

2. En multipliant membre a membre I'égalité : 7x7—24x2 =1 ; par5, on obtient:7x35-24x10=5.
(35;10) est une solution de I'équation : 7x —24y =5;

(En utilisant la méthode précédente nous aurions trouvé une autre solution : (11;3)). O

[.4.3 Déterminations du PGCD et du PPCM de deux entiers naturels

I.4.3.a Avec des nombres premiers

Soit a et b deux entiers naturels supérieurs a 1.
En mettant en commun leurs diviseurs premiers, on peut écrire :

n

n
a=[]pf et b:Hp‘?’.
i=1 ‘

i=1

Exemple 550 = 2 x 5% x 11 et 405 = 3% x 5,
L'union des ensembles des diviseurs premiers de 550 et 405 est donc: {2;3;5;11}.Ona:

550=2'x3%x5%2x11' et 405=2°x3*x5'x11°
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THEOREME 1.4.7
Soit a et b deux entiers naturels supérieurs a 1.

En mettant en commun leurs diviseurs premiers, on peut écrire :

noo oo,
az[[lpl.’ et bz[[lpi’.

1 1

Onaalors:
n .
(1) PGCD (a,b) = [ | p{™™ P!
i=1
L max{a;,p;}
() PPCM (a,b) = [ p; :

i=1
Exemple Pour a =550 et b = 405, il vient :

PGCD (550:405)=2°x3°x5'x11°=5 et  PGCD(550;405) =2 x 3% x 5% x 11! = 44550

Remarque Pour tous entiers naturels a et f§, on a : min{a, f} + max{a,} = a+; on en déduit que :

_ " min{a;,p;}+maxi{a;,Bi} _ - a;i+Pi _ . ; . Bi _
PGCD (a, b) x PPCM (a,b) = [ ] p; =[1p;"" =11p} 110, =ab.
=1 i=1 i=1

1
i=1 i
On retrouve donc le théoreme 1.4.14

1.4.3.b Algorithme d’EUCLIDE

LEMME 1.4.8  LEMME D’EUCLIDE
Soit a, b et g trois entiers relatifs non nuls.

Ona:PGCD (a; b) = PGCD (b; a— bgq).

DémonstrationD’aprés le théoreme 1.2.9, on a: Y(a;b) = Y(b;a- bq).
Ces deux ensembles sont égaux et bornés, ils ont donc le méme plus grand élément ; d’ot1: PGCD (a; b) = PGCD (b; a— bq).
O
Utilisons ce lemme pour déterminer le PGCD de 30621 et 92276.
Posons : & = PGCD (30621;92276).

— Divisons 92276 par 30621 :92276 = 30621 x 3+413; donc: § = PGCD (30621;413).

— Divisons 30621 par 413:30621 =413 x 74 +59; donc : 6 = PGCD (413;59).

— Divisons 413 par59:413 =59 x 7+0; donc: § = PGCD (59;0) = 59.
donc: & =59. Dividende || 92276 | 30621 | 413
On peut résumer les résultats dans le tableau ci-contre. La Diviseur 30621 | 413 59
méthode que nous avons utilisée s’appelle algorithme d’Eu- Reste 413 59 0
clide.
Plus généralement, on a la propriété suivante.

THEOREME 1.4.9
Soit a et b deux entiers naturels non nuls.

Lorsque b ne divise pas a, le PGCD de a et b est le dernier reste non nul obtenu par l'algorithme
d’Euclide.

Démonstration On considere la suite (r,,) telle que :
ro=aetr;=hb.
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Si r, n'est pas nul, alors r,+; est le reste de la division euclidienne de r,_; par r;,.

Si rj, est nul; alors r;, est le dernier terme de la suite.

La suite (r,,) est une suite strictement décroissante d’entiers naturels.

Considérons I'ensemble A des nombres 7. A est une partie non vide de IN ; donc A admet un plus petit élément : 1.
Si rp n’était pas nul, alors rp41 serait un élément de A strictement inférieur au plus petit élément de A ce qui se contre-
dit; donc: rp = 0. On en déduit que rp-1 divise rp_2 ; donc : PGCD (rp_g ; rp_l) =TIp-1.

Pour tout entier naturel k tel que:2< k< p—1;0na:PGCD (ry_z2;7k-1) = PGCD (r¢—1; k).

Donc : PGCD (rg; 1) = PGCD (rp—2;rp-1). C'est-a-dire : PGCD (a; b) = rp—1. O

I.4.4 Nombres premiers entre eux

I.4.4.a Définition et propriétés

DEFINITION 1.4.3
H Deux entiers premiers entre eux sont deux entiers dont le PGCD est 1.

Exemples
1. Onavuque:PGCD(7;24) =1;donc 7 et 24 sont premiers entre eux.
2. 42et 77 sont tous les deux divisibles par 7; donc ils ne sont pas premiers entre eux.

Remarques

1. Certains utilisent I'expression « nombres étrangers » pour nombres premiers entre eux.

2. Soit a et b deux entiers relatifs non tous nuls et d un diviseur commun a a et b.

Ona:a=da (aveca €Z); b=db' (avec b’ € Z) et PGCD (a; b) = dPGCD (a'; b').

d estle PGCD de a et b si et seulement si @’ et b’ sont premiers entre eux.

3. Dire qu'une fraction est irréductible signifie que le numérateur et le dénominateur sont pre-
miers entre eux.

4. Les seuls diviseurs communs de deux nombres premiers entre eux sont —1 et 1.

THEOREME 1.4.10  THEOREME DE BEZOUT' -BACHET’
Soit a et b deux entiers relatifs.

a et b sont premiers entre eux si et seulement si il existe deux entiers relatifs u et v tels que :
au+bv=1.

Démonstration

Si a et b sont premiers entre eux alors leur PGCD est 1 et donc, d’apres le théoreme 1.4.5, il existe deux entiers
relatifs u et v tels que : au+ bv = 1.

Réciproquement, soit 5 le PGCD de a et b. S'il existe deux entiers relatifs u et v tels que : au+ bv = 1, alors d divise
au+ bv etdonc 1; or 1 divise 6 de plus 1 et 6 sont positifs, donc: § = 1; c’est-a-dire : a et b sont premiers entre eux. [
Exemples
1. Ona:632x9+47x(-121)=1;donc: 632 et 47 sont premiers entre eux.

2. Deux entiers consécutifs n et n + 1 sont premiers entre eux.
Eneffet, ona:1(n+1)—-1xn=1.

COROLLAIRE 1.4.11
H Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls.

Si a est premier avec b et ¢, alors a est premier avec bc.

DémonstrationD’apres le théoreme de BEZOUT-BACHET (1.4.10), il existe quatre entiers relatifs u, v, u', v tels que :
au+bv =1 et au’ + cv’ = 1. En multipliant membre 2 membre ces deux égalités, on obtient : a(auu' + cuv’' +bvu') +
bexvv' =1.

Donc, d’apres le théoréeme de BEZOUT-BACHET, a est premier avec bc. O
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Exercice 1.4.8. Soit n un entier relatif, démontrer que 7n + 18 et 10n? + 51 n + 65 sont premiers entre eux
(on pourra factoriser 1012 + 511 + 65).

Solution En factorisant, on obtient : 10n*> +51n+65= (5n+13)(2n +5).
Ona:2(7n+18)—-72n+5)=1et-5(7n+18)+7(5n+13) = 1, donc, d’apreés le théoréme de BE-
ZOUT, 7n+18 est premier avec2n+5 et5n+13 ; par conséquent 7n+18 est premier ave leur produit
c’est-a-dire 10n® +51n +65.0
Exercice 1.4.9. a est un entier premier avec 3 et 7, 'équation : ax — 21y = 5; a-t-elle au moins une solution ?
Solution a est premier avec 3 et avec 7, donc a et21 sont premiers entre eux, d’ou : PGCD (a,21) =

1. Lorsque (x, y) décrit 7?2, ax - 21y décrit I'ensemble des multiples de PGCD (a,21), c’est-a-dire
Z., donc I'équation a au moins une solution. O

THEOREME 1.4.12 THEOREME DE GAUSS®
Soit a, b et c trois entiers relatifs non nuls. Si a divise bc et si a et b sont premiers entre eux, alors

a divise c.

Démonstration Il existe trois entiers relatifs k, u et v tels que : bc = ka et au+ bv =1.
Ona: auc+bvc=c;donc: a(uc+ kv) = c. Par conséquent a divise c. O
Exercice 1.4.10. Résoudre dans Z? I'équation :

7x-3y=0 1.3)

Solution Soit (x, y) une solution de (1.3). Ona:7x = 3y.
7 divise 3y et est premier avec 3, donc, d’apreés le théoréme de GAUSS, y est multiple de 7.
Il existe donc un entier relatif k tel que : y = 7k . On en déduit que : x = 3k.
Réciproquement, pour tout entier relatif k, on a : 7(3k) —3(7k) = 0 ; donc le couple (3k;7k) est
solution de (1.3).
Lensemble des solutions est donc : {(3k;7k)|k € Z}.O

COROLLAIRE 1.4.13
Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls.
@)) Si a et b divisent c et si a et b sont premiers entre eux, alors ab divise c.
2) Si a et b sont premiers entre eux, alors : PPCM (a; b) = |ab|.

Démonstration
(@))] 1l existe un entier relatif a’ tel que : ¢ = aa’. b divise aa’ et est premier avec a; donc, d’apres le théoréme de
GAUss, il existe un entier relatif b’ tel que : a’ = bb'.
On en déduitque: c = abb’; donc ab divise c.
2) a et b divisent PPCM (a; b) et a et b sont premiers entre eux, donc ab divise PPCM (a; b).
ab est multiple de a et de b, donc ab est multiple de PPCM (a; b). On en déduit que : PPCM (a; b) = |ab|. O
Exercice I.4.11. Soit n un entier relatif, démontrer que n® — n est multiple de 6.
Solution Ona:n®-n=nn*-1)=(n-1)xnx (n+1);n® - n est donc le produit de trois entiers
consécutifs, I'un d’entre eux est multiple de 3, donc n —n est multiple de 3.

nx (n+1) est le produit de deux entiers consécutifs, I'un deux est multiple de 2, donc n
multiple de 2.

n® — n est multiple de 2 et de 3, de plus 2 et 3 sont premiers entre eux donc n° — n est multiple
de6.0O

?’—nest

ExerciceI.4.12. Soit n un entier naturel non nul, déterminer lePPCM den etn+1.
Solution n et n+ 1 sont deux entiers consécutif donc, d’apreés le théoréme de BEZOUT, ils sont
premiers entre eux et donc : PPCM (n;n+1)=n(n+1).0
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1.4.4.b Relation entre le PGCD et le PPCM de deux entiers naturels

THEOREME 1.4.14

Soit a et b deux entiers naturels non nuls, 8 leur PGCD et p leur PPCM.
Ona:du=ab.

Démonstration Les entiers naturels a’ et b’ tels que : a = 84’ et b = b’ sont premiers entre eux.
Donc : PPCM (a; b) = §PPCM (a';b) = 8a'b’. On en déduit, en multipliant membre & membre par §, que : Sy = ab. O
Exercicel.4.13.  Déterminer le PPCM de 30 621 et 92 276.

Solution On a vu que : PGCD (30621;92 276) =59;
30621 x92276
donc : PPCM (30621;92276) = =9 =47891244.0

1.4.5 Equations diophantiennes

Lobjectif de cette partie est de montrer comment résoudre des équations diophantiennes de
degré 1 a deux inconnues; c’est-a-dire les équations du type :

ax+by=c

ou les inconnues sont les entiers x et y et ou a, b, ¢ sont des parametres entiers. Par exemple,
résoudre dans Z 'équation : 2x+3y = 7.

Nous allons d’abord étudier des exemples simples, nous constaterons alors que résoudre une
telle équation il faut souvent trouver une solution puis on déduit les autres solutions de cette so-
lution particuliere. Nous verrons donc comment déterminer une solution particuliere dans le cas
ol les coefficients sont compliqués.

I.4.5.a Exemples de résolutions

Exercice 1.4.14. Résoudre dans Z? Iéquation : 25x + 15y = 7.
Solution Pour tous entiers x et y, 25x+ 15y est multiple de 5 (car 25 et 15 sont multiples de 5) alors
que 7 ne I'est pas, donc I'équation n’a pas de solution. O

Exercice 1.4.15. Résoudre dans Z? I'équation :

25x+15y =35. (1.4)

Solution Ona: (I.4) — 5x+3y="7.
Ona:5x2+3x(-1)=10-3=7;donc (2;—-1) est une solution particuliére de (1.4).
d’oui: (I1.4) = 5x+3y=5x2+3x(-1)
— 3(y+1)=-5(x-2).
Raisonnons maintenant par conditions nécessaires. Soit (x; y) une solution.
3 divise —5(x —2) et est premier avec —5 donc, d’apres le théoréme de GAUSS, 3 divise x — 2.
Soit k le quotient, onadonc: x—2=3k et x=3k +2.
En substituant x — 2 par 3k dans le dernier membre de la derniére équivalence, il vient : 3(y +1) =
—5x3k;dou:y=-5k-1.
On en déduit que toutes les solutions de (1.4) sont de la forme : (3k +2; -5k —1) (avec k € Z)).
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Réciproquement, les couples de cette forme sont-ils tous solutions de (1.4) ?
Soit k € Z, considérons le couple (3k+2;—-5k—1).

Ona:5(3k+2)+3(-5k-1)=15k+10—-15k-3 =

7;donc:

S={(Bk+2;-5k—-1)|keZ}|

1.4.5.b Détermination d’'une solution particuliére

Exercice 1.4.16.

On se propose de déterminer une solution particuliére de 'équation : 567x + 2854y = 5.

1. Démontrer, en utilisant I'algorithme d’Euclide, que 567 et 2 854 sont premiers entre eux.

2. Utiliser les calculs effectués a la question précédente pour déterminer deux entiers relatifs u et v tels que :

567u+2854v=1.

3. Déterminer deux réels u' et v' tels que : 5671’ +2854v' = 5.

Solution 1.0na:2854=5x567+19; donc:PGCD (2 854;567) = PGCD (567;19).
Ona:567=29x19+16; donc:PGCD (567;19) = PGCD (19;16).

Ona:19=16+3; donc:PGCD (19;16) = PGCD (16;3).
Ona:16=5x3+1;donc:PGCD(16;3)=PGCD(3;1) =1.

Les nombres 567 et 2 854 sont donc premiers entre eux.

2. Utilisons les divisions euclidiennes précédentes, de la derniére a la premiére.

Ona:1 =16-5x%x3
=16-5(19-16)
=-5x19+6x16
=-5x19+6(567-29 x19)
=6x567-179x29
=6x567—-179(2854 -5 x 567)
=901 x 567 —-179 x 2854

On peut donc prendre : u =901 et v = —-179.

3. En multipliant membre 4 membre le derniére égalité par 5, nous obtenons :

4505 x 567 —895 x 2854 = 5.

On peut donc prendre : u' = 4505 et v/ = —895. O

1.4.6 Exercices

I.4.a. Déterminer le PPCM des entiers re-

latifs a et b dans chacun des cas suivants.
a=60etb=15; a=35etb=91;

a=-5etb=13; a=>512 et b=896.
[.4.b. Déterminer le PGCD des entiers re-

latifs a et b dans chacun des cas suivants.
a=17etb=17; a=-13etb=39;

a=99etb=56; a=729 et b=405.
I.4.c. A l'aide de I'algorithme d’EUCLIDE, déter-
miner le PGCD de 676 et 2 002.

I.4.d. Al'aide du théoréme de BEZOUT, démon-
trer que pour tout entier relatif n, 2n +5 et
5n + 13 sont premiers entre eux.

I.4.e. A I'aide du lemme d’EUCLIDE, démontrer
que pour tout entier relatif n, 2n+5 et 5n+ 13
sont premiers entre eux.

I.4.f. Soit a et b deux entiers tous non nuls et n
un entier tel que : n = 2.

1.Démontrer que si a” et b" sont premiers entre
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eux, alors a et b sont premiers entre eux. I.4.h. Résoudre dans Z* I'équation : 256x —
2. Démontrer que : PGCD(a",b") =|121y=3

PGCD" (a, b).

1.4.g. Résoudre dans Z? I'équation : 7x —3y = 4

1.5 Congruence modulo n

I.5.1 Définition et propriétés immédiates

DEFINITION 1.5.1
‘ Soit n un entier naturel non nul, a et b deux entiers relatifs.

On dit que a est congru a b modulo 7 si a— b est un multiple de 7.

Onécrit: a=b (n); a= b (modulo n); a= b(modn) ou parfois a = b [n].
Exemples

1. 56=6(mod10);car:56—-6=50=5x10.

2. 77=0(mod7);car:77-0=77=11x7.

3. -5=3(mod8);car:-5-3=-8=-1x8.

Remarques

1. aestmultiple de 7 si et seulementsi: a =0 (modn).

2. a=b (n)signifiea—be nZ

3. Sir désigne le reste de la division euclidienne de a par n, alors : a = r (mod n).

Les propriétés suivantes sont des conséquences immédiates de la définition.

THEOREME 1.5.1
Soit n un entier naturel non nul et a, b, c trois entiers relatifs.

(1) a=a(modn) La congruence modulo 7 est réflexive.

2) a=b(modn) <= b=a(modn) La congruence modulo 7 est symétrique.
a=b(modn)

(3) { b =c(modn)

a=c(modn) Lacongruence modulo 7 est transitive.

On dit que la congruence modulo n est une relation d’équivalence sur Z.

Remarque On a déja rencontré des relations d’équivalences, par exemple : dans I'’ensemble des
droites du plan la relation « est parallele a ».

I.5.1.a Autres propriétés

THEOREME 1.5.2
Soit 7 un entier naturel non nul.

Deux entiers sont congrus modulo 7 si et seulement si ils ont le méme reste lorsqu’on les divise
par n.

Démonstration soit a et a’ deux entiers relatifs et r, 7’ les restes respectifs des divisions euclidiennes de a et a’ par n.
Démontrons que si: r = r'; alors: a= a’ (modn). Supposons que : r = r’;alors: r =1’ (modn).
Or on sait que : a = r (mod n) et r' = d' (modn); donc par transitivité : a = a' (mod n).
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Réciproquement, démontrons que si: a = a (modn);alors:r=r'.
Supposons que : a = a' (mod n). On sait que : r = a(mod n) et a =r'"(modn);
donc par transitivité : r = r' (mod n) ; ce qui signifie qu'il existe un entier k tel que : r — ' = kn.
Or:0sr<net-n<-r'<0;doncparsomme:-n<r—r' <n;dol, endivisantparn (n>0): -1 <k<1.
Par conséquent k=0etdonc: r=r'.0

THEOREME 1.5.3
Soit n un entier naturel non nul et a, a’, b, b’ quatre entiers relatifs.

(1) Sia=ad (modn)etb=Db'(modn), alorsa+b=a +b (modn).
(2) Sia=d (modn)etb=>b(modn),alors ab=a'b’ (modn).

On dit que la congruence modulo n est compatible avec I'addition et la multiplication dans Z.

Démonstration
a=da (modn) a-a enZ a=a (modn) a-d enZ
{ b=b (modn) { b-benzZ { b=b (modn) { b-b enZ =
= (a-d)+b-benZ = bla-d)-db-b)enZ
= (a+b)—(a+b)enZ = ab-dlb enZ
= a+b=d +b (modn) = ab=db (modn)
Remarques
1. Pour b="b', on obtient :
a=d (modn) = a+b=d+b(modn) et a=ada (modn) = ab=dbmodn).
2. En ce qui concerne le produit, la réciproque de I'implication est fausse ; en effet :
4 x2=7x2(mod6); et pourtant: 4 7 (mod6).
Exercice L.5.1. On considére les nombres a et b tels que : a =135 et b = 93.
Déterminer le reste de la division euclidienne de a + b, ab et2a — 3b par 23.
Solution On a:a=20(mod23) et b=1(mod23).
Donc:a+ b=21(mod23).
Or:0<21<23;donc?21 est le reste de la division euclidienne de a + b par 23.
De méme : ab =20 (mod23).
Or:0<20<23;donc?20 est le reste de la division euclidienne de ab par 23.
De méme :2a—-3b=39(mod23); donc:2a—-3b=16(1nod23).
Or:0<16<23; donc 16 est le reste de la division euclidienne de 2a — 3b par 23. 0
COROLLAIRE 1.5.4
Soit a et b deux entiers relatifs et k, n deux entiers naturels non nuls.
1) Si:a=b(modn);alors: a* = pF (modn).
(2) bF — a* est multiple de b — a.
Démonstration(1) Pour k =1, la propriété est immédiate.
Supposonslavraie pour un certain k, onaalors: a = b (mod n) et ak = b* (mod n) ; donc par produit : ak+! = pk+l (mod n).

Par récurrence, on en déduit la propriété pour tout entier naturel non nul k.

2) La propriété est immédiate lorsque a = b, on suppose donc désormais que : a # b.

b — a est multiple de [b—al et |b—al #0, donc: b = a(mod|b—al); dou: bk = a* (mod|b — al) ; de qui signifie que
bk — ak est multiple de |[b—al etdoncde b—a.O

Remarques

1. On pouvait également voir la propriété (2) du corollaire ci-dessus comme une conséquence
immédiate de 'identité remarquable établie au corollaire 22 page ?2.

2. Lorsque les nombres a et b sont tous non nuls, le corollaire 1.5.4 est vrai pour k =0.
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Exercice 1.5.2. Démontrer que pour tout enter naturel n, 5" — 22" est multiple de 121.

Solution Soit n un enter naturel. On a : 5" — 22" = (5%)" — (22)" = 125" - 4",
On sait que 125" — 4" est multiple de 125 — 4, donc 5°" — 2°" est multiple de 121. O

THEOREME L.5.5
Soit n un entier naturel non nul et a, b et ¢ trois entiers relatifs.

Si a est premier avec n alors :

ab = ac(modn) = b=c(modn).

Démonstration Si: ab= ac(modn); alors n divise ab — ac.
n divise a(b — c) et est premier avec a dOonc, d’apres le théoreme de GAUSS, n divise b — c¢; ce qui signifie que :
b= c(@modn).

Limplication réciproque est un corollaire du théoreme 1.5.3. O

[.5.2 Petit théoréeme de FERMAT

THEOREME 1.5.6 PETIT THEOREME DE FERMAT

Soit p un nombre premier et a un entier relatif.
(1) a” = a(modp);
(2) si de plus a et p sont premiers entre eux alors :

a?~'=1(modp).

Démonstration

(1) Si a est premier avec p, la propriété se déduit de (2) en multipliant membre a membre par a; sinon a n’est
premier avec p alors a et a” sont multiples de p et la propriété est également vérifiée. 11 suffit donc de démontrer la
propriété (2).

2) Lensemble des restes non nuls modulo p est: [1, p—1].

Soit f I'application de [1, p — 1] dans lui-méme qui a tout r € [1, p — 1] associe le reste modulo p de ar.

On se propose de démontrer que f est une bijection.

Soit r et 7’ deux élément distincts de [1, p—11, (r' —r) n'est pas multiple de p, il est donc premier avec p, de plus a est
premier avec p donc ar — ar' n’est pas multiple de p, on en déduit que : f(r) # f(r').

rer = f(N#f0) (1.5)

Soit p € [1, p — 1]. Supposons que p n'est pas d’antécédent par f; 'image de [1,p — 1] par f serait incluse dans
[1, p—1]\{p} et donc deux éléments (au moins) de [1, p — 1] auraient la méme image ce qui est en contradiction avec
1.5. On en déduit que p a un antécédent par f et d’apres .5 cet antécédent est unique.
Donc f est une bijection.
Par commutativité de la multiplication, il vient :

[T rn= ]I r=@E-u

re[l,p-1] re[l,p-1]

Pourtoutre[l,p—1lona:ar= f(r) (mod p) ; donc par produit :

a’'p-'= ] f0)(modp)
re[l,p-11

c’est-a-dire
a’tp-Di=(p-1! (mod p)
p estest premier avec tous les élément de [1, p—1], il donc premier avec leur produit, (p—1)!, on en déduit par quotient

que:
a’ ' =1(modp).
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a

Remarque Ce théoréme peut s’énoncer en disant que a” — a est multiple de p et que si a est n’est
pas multiple de p alors a”~! — 1 est multiple de p.

Exercice 1.5.3. Démontrer que pour tout entier relatifn, n’ — n est multiple de 42.

Solution Soit n un entier relatif.

7 est un nombre premier donc, d’aprés le petit théoréme de FERMAT, n’ — n est multiple de 7.
Ona:n'—-n= n((nz)?’—l) =(n*-n)(n*+n*+1);

3 est premier, donc n° — n est multiple de 3 or n” — n est multiple de n® — n, donc n’ — n est multiple
de3. n’ — n est multiple de 3 et de 7, qui sont premiers entre eux, donc n’ — n est multiple de 21.
Ona:n7—n:n(n—1)(n6+n5+n4+n3+n2+n+1):(nz—n)(n6+n5+n4+n3+n2+n+1);

2 est premier, donc n® —n est multiple de 2 or n’ — n est multiple de n® — n, donc n’ — n est multiple
de2. n’ — n est multiple de 2 et de 21, qui sont premiers entre eux, donc n’ — n est multiple de 42.
O

I.5.3 Résolution d’équations avec congruences

Dans toute cette partie n désigne un entier naturel non nul.

I.5.3.a Equations du type: ax =1 (mod n)

Dans R deux nombres inverses I'un de I'autre sont deux nombres dont le produit est 1.

Lorsque deux entiers a et u vérifient : au = 1 (mod n) ; on dira que a et u sont « inverses » modulo
n.

Exemples

1. Ona:3x4=1({mod11); donc 3 et 4 sont «inverses » modulo 11.

2. Ona:3x15=45=1+4x11;dou:3x15=1(mod11); donc 3 et 15 sont « inverses » modulo
11.

3. Ona:3x(-7)=-21=1-2x11;dou:3x—-7=1(modll); donc 3 et —7 sont « inverses »
modulo 11.

Dans IR, pour résoudre I'équation 3x = 1 on multiplie membre a membre par I'inverse de 3.
Exercicel.5.4.  RésoudredansZ.:
3x=1(modl11) (1.6)

Solution 4 est premier avec 11, donc (d’apres 1.5.5) :
(1.6) — 4x3x=4x1(modll) — 12x =4 (mod11).

Ona:12=1(mod11); donc pour tout entier x : 12x = x (mod 11) ;
on en déduit que: (1.6) — x=4(modl1l).

S={11k+4|keZ}
O
Remarque Un entier a a des « inverses », u, modulo 7 si et seulement si il est premier avec n. En

effet : au = 1 (mod n); signifie qu'il existe un entier v tel que : au+ nv =1; on reconnait l'identité
deBEzoUTetonendéduitlerésultat.
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Exercice I.5.5. RésoudredansZ.:15x =1 (mod9)

Solution Un entier x est solution de I'équation si et seulement si il existe un entier k tel que :
15x -9k =1.
Le premier membre de I'égalité est multiple de 3 et le second ne I'est pas donc :

S=0

1.5.3.b Equations du type: ax = b (mod n)

THEOREME 1.5.7
Soit a et b deux entiers relatifs et # un entier naturel non nul.

I’équation : ax = b(mod n) ; a au moins une solution si et seulement si b est multiple du PGCD de
aetn.

Démonstration  Un entier x est solution de I'’équation si et seulement si il existe un entier k tel que : ax — nk = b.
D’apres le théoreme 1.4.5 les nombres de la forme ax — nk sont les multiples du PGCD de a et n. O

Remarques

1. En pratique dés que I’équation a une solution, elle en a une infinité.

2. Des que a et n sont premiers entre eux, elle en a donc une infinité.

Dansle cas ol a et n sont premiers entre eux, pour résoudre une telle équation, il suffit de connaitre
une solution particuliere.

Exercice I.5.6. RésoudredansZ.:5x =7 (mod11).
SolutionOna:5x8=40=7+11x3;donc:5x8=7(mod11).
8 est donc une solution particuliére de I’équation, on en déduit que :

5x=7(mod11) — 5x=5x%x8(modl1)
= 5(x—-8)=0(mod11)
— x—8=0(mod11) car5 et 11 sont premiers entre eux
= x=8(modll).

S={11k+8|ke Z}
O

On peut également utiliser un « inverse » de a modulo 7.
Exercicel.5.7.  RésoudredansZ. :5x =7 (mod11).

Solution
5x=7(mod11) — I9x5x=9x7(modll) car9 et 11 sont premiers entre eux
= 45x =63 (mod11)
— =-3(mod11). car45=1(mod11) et63=-3(mod11)
S={11k+8|ke Z}
O

Dans le cas out a et n ne sont pas premiers entre eux, pour résoudre une telle équation, on se
ramene au ou ils sont premiers entre eux.
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Exercice I.5.8. Résoudre dans Z. : 15x = 25 (mod 10).
Solution

15x =25 (mod10) — 15x=25+35k (ke Z)
= 3x=5+7k (keZ)

= 3x=5(mod?7)

— 3x=3x4(mod7) car5=3 x4 (mod?7)

— 3(x—4)=0(mod7)

— x—4=0(mod?7) car 3 et 7 sont premiers entre eux
— X =4(mod7).

S={7k+4|keZ}

I.5.3.c Systeme d’équations

L'objectif de cette partie est de montrer, a travers des exemples, comment résoudre un systéme
du type:
ax = b(modm)
{ cx =d(modn)

Lorsque a = ¢ = 1 il suffit de remarquer une solution particuliere.

Exercice 1.5.9. Résoudre dans Z. le systéme : { ch i Z{I(nn(;(()lg)l 2) *
Solution On remarque que —1 est une solution du systéme.
X =7 (mod8) =—1(mod8) x+1=0(mod8)
{ x=11(mod12) { =-1(modl12) { x+1=0(mod12)
Les solutions du systeme sont les entiers x tels que x+1 est a la fois multiple de 8 et 12, c’est-a-dire

de leur PPCM :24. D’ot1 :

S={24k-1|keZ}|

O

Il se peut toutefois qu’'on ne remarque pas de solution particuliere. On peut alors en trouver une
en déterminant une solution particuliere d’'une équation diophantienne associée au systeme.
{ x =7 (mod129)

x=11(mod1223) °
Solution Soit x une solution (s’il en existe). Il existe alors deux entiers a et b tels que : x = 129a+7
et x =1223b+11; le couple vérifie donc :

Exercice 1.5.10. Résoudre dans Z. le systéme :

129a—-1223b=4.

On appliquant I'algorithme d’EUCLIDE et en remontant de proche en proche (voir exercice 1.4.16.),
il vient : 493 x 129 —52 x 1223 = 1; d’ou1, par produit par4 :1972 x 129 — 208 x 1223 = 4.

(a;b) = (1972;208) est une solution particuliére de I’équation.
Ona:1972x129+7=208x1223+11;donc:129a+7=1972 x 129 + 7 = 254395 ; est une solution
du systeme.

On adonc:

x =7 (mod129) X = 254395 (mod 129)
x=11(mod1223) X = 254395 (mod 1223)

X —254395 =0 (mod129)
X—254395=0(mod1223) °
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Les solutions du systéeme sont les entiers x tels que x — 254395 est a la fois multiple de 129 et 1223,
c’est-a-dire de leur PPCM : 157767 (qu’il aurait fallu calculer)). D’ot1 :

S={157767k +254395|k € Z} |

O
Si on est pas dans le cas a = ¢ = 1, alors on peut s’y ramener.

Exercicel.5.11.  Résoudre dans Z. le systéme : 4x = 5(mod?)

{ 15x =9 (mod12)
Solution15x=9(mod12) <= 15x=9+12k(ke”Z)
< 5bx=3+4k(keZ)
<= 5x=3(mod4)
< x=3(mod4)
4x=5(mod7) <= 8x=10(mod7)
<~ x=3(mod?7)

15x =9 (mod12) x—3=0(mod4)
{ 4x=5(mod7) { x—3=0(mod7) °
Les soltutions du systéme sont les entiers x tels que x — 3 est a la fois multiple de 4 et de 7 donc de
leur PPCM : 28.

Donc:

S={28k+3|keZ}|

1.5.3.d Equations polynomiales

Pour résoudre une équation du type : p(x) =0 (mod n) ; on peut chercher un polynéme congru
a p dont les racines sont entieres.

Exercicel.5.12. Résoudre dans Z. Péquation : =7 (mod9).
Solution On a : 7 =16 (mod9) ; donc:

¥=7(mod9) < x*-16=0(mod9) <= (x—4)(x+4)=0(mod9).

Un entier x est solution de I’équation si et seulement si (x —4)(x +4) est multiple de9, mais9 = 3%;
on a donc trois possibilités. Soit x — 4 est multiple de 9, soit (x + 4) est multiple de 9, soit (x — 4) et
(x +4) sont multiples de 3. La derniére possibilité n’est pas envisageable car on en déduirait que
(x+4) — (x—4), c’est-a-dire 8, est multiple de 3 ; donc :

S={9k+4|keZ}u{9k+4|kecZ}|

O

On peut aussi envisager tous les cas possibles.

Exercice 1.5.13. Résoudre dans Z. I'équation : x° — 13x> —5x+7 = 0 (mod 3).
Solution

1°" cas: x =0 (mod3)
x® — 13x* — 5x est multiple de x qui lui-méme est multiple de 3, donc : x> —13x* =5x+7 =
7 (mod3) ; c’est-a-dire : x> — 13x> —5x+7 = 1 (mod3). x n’est donc pas solution.
2¢cas:x=1(mod3)

x, x*, x> et x* sont congrus 4 1 modulo 3 donc par combinaisons : x> —13x* —=5x+7 =1 -
13 -5-7 (mod3) ; c’est-a-dire : x* —13x% —7x% —=2x =0 (mod3). x est solution.
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3%cas: x =2(mod3)
x* est congru a1 modulo 3 alors x et x> sont congrus a —1 modulo 3 donc par combinaisons :
X2 —13x*-5x+7=-1-13+5+7(mod3); cest-a-dire : x* —13x> —=7x* —=2x = 1 (mod3).
X n’est pas solution.

S={3k+1|keZ}|

I.5.4 Utilisations des congruences

I.5.4.a Détermination de restes

Exercice L.5.14. Déterminer le reste de la division euclidienne de 7% °°2 par 9.

Solution On a : 7' = 7(mod9); de plus : 72 =49=9x5+4;donc: 7% =4mod9); dou : 7% =
28(mod9); mais:28=9x3+1;donc:7°=1(@mod9).
De plus:2002 =3 x 667 +1.
Donc : (73’)667 =157 (mod9) ; d’ot1: 72%! x 7=1 x 7 (mod9) ; c’est-a-dire : 72°%? = 7 (mod9).
Or:0<7<9;donc le reste la division euclidienne de 7> °%? par9est7.0

Exercice 1.5.15. Déterminer, suivant les valeurs de I'entier naturel n, le reste de la division euclidienne de 5"
par3.
Solution On a:5' =2 (mod3) et5°> =1 (mod3).
Sin=2k (keN),ona: (52)k = 1% (mod3) ; donc:5" = 1 (mod3).
Le reste de la division de 5" par 3 est 1.
Sin=2k+1 (keIN),ona: (52)kx5 =1Fx5mod3); donc:5" =5 (mod3) ; d’oi1: 5" = 2 (mod3).
Le reste de la division de 5" par 3 est 2.0

I.5.4.b Démonstration de propriétés

ExerciceL5.16.  Soit n un entier naturel. Démontrer que n(n* — 1) est multiple de 5.

Solution Cing cas sont envisageables :

n=0(mod5); n=1({mod5);---; n=4(modb). n=1(0|1(2|3|4
Les résultats sont regroupés dans le tableau ci-contre. (n4 -1)=| 4 0/0]0|O
On en déduit que n(n* - 1) est multiple de 5. n(n*~1)=]ofofolo]o

Exercice .5.17. Soit n un entier naturel.
1. Démontrer que le reste de la division euclidienne de n” par 8 est0,1 ou 4.

2. En déduire que les nombres de la forme : 8k + 7 (k € Z) ; ne sont pas la somme de trois carrés parfaits.
Solution 1. Huit cas sont envisageables :
n=0(mod8); n=1(mod8);: --; n="7(mod8).

Les résultats sont regroupés dans le tableau ci-contre.

On en déduit que le reste de la division euclidienne de n*
par8estO0, 1 ou4.

S

1]

o
\]
w
N
(@)]
(o)}

31\3
I
o
1SN
p—t
o
—
1SN
—

2. 'ensemble des restes possibles de la division euclidienne par 8 de la somme de trois carrés par-
faits est le méme que I'ensemble des restes possibles de la division euclidienne par 8 de la somme
de trois éléments de {0 ;1;4}. Le tableau ci-dessous regroupe les restes possibles.
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ab,c| 000|001 (004|011 |014|044 | 111|114 144|444

reste 0 1 4 2 5 0 3 6 1 4
Le reste ne vaut jamais 7, donc les nombres de la forme 8k + 7 ne sont jamais la somme de trois
carrés parfaits. O

I.5.4.c Congruences particulieres

Les criteres de divisibilité par 2, 3, 4 ,5 9 et parfois 11, ont été utilisés au college. Nous allons
généraliser et démontrer ces propriétés a’aide des congruences.
Dans cette partie, x désigne un entier naturel non nul et a, a,_1 ... ag avec a, # 0 son écriture dé-

cimale.Ona: x=a,10" +a,_110" ' +...+ a;10' + ay.
Exercicel.5.18. (Congruences modulo 5)

1. Vérifier que: Vp € N*, 10P = 0 (mod5).
2. a. En déduire que : x = ap (mod 5).
b. Application
Déterminer le reste de la division euclidienne par 5 de 1738,2352, 13325 et 32064512.
Solution 1. Soit p un élément de N*, on a : 10” = 5(2 x 10P™1) et 2 x 107! € Z; donc : 107 =
0 (mod5).

n n n
2.a.0na:x=ay+ ) aplo” et ) a,10” est une somme de multiple de 5, donc )_ a,10” est
p:l p:l p:l
multiplede 5 ; d’oti : x = ay (mod5).
b. Application
Les restes de la division euclidienne par 5 de 1738, 2352, 13325 et 32064 512 sont respectivement
les mémes restes que pour 8, 2, 5, 2; ces reste sont donc respectivement 3, 2, 0 et 2. O

Remarque En utilisant la congruence modulo 2, on établit de méme que : x = ap (mod 2).

Exercicel.5.19. (Congruences modulo 4)

1. Vérifier que: Vp € N\ {0;1}, 10” = 0 (mod 4).
2. a. En déduire que : x = a; ap (mod 4).
b. Application
Déterminer le reste de la division euclidienne par 4 de 1738,2352, 13325 et32064512.
Solution 1. Soit p un élément de N\ {0;1}, on a : 10”7 = 4(25 x 10P™%) et 25 x 107> € Z; donc :
107 =0 (mod4).

n n
2.a.x=ajay+ ) apl0” et ) a,l0P € 4Z ;donc: x = a1 dg (mod4).
p:z p:z
b. Application
Les restes de la division euclidienne par 4 de 1738, 2352, 13325 et 32064512 sont respectivement
les mémes restes que pour 38, 52, 25, 12 ; ces reste sont donc respectivement 2,0, 1 et 0. O

Remarque En utilisantla congruence modulo 25, on établit de méme que : x = a; ap (mod 25).

Exercice 1.5.20. (Congruences modulo 9)

1. Vérifier que:Vp € N, 10” =1 (mod9).

n
2.a.Endéduireque:x= )_ a,(mod9).
p=0
b. Application

Déterminer le reste de la division euclidienne par 9 de 1738, 2352, 13325 et 32064512.
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Solution 1. Soit p un élément de IN.
Sip=0,0ona:10°=1;donc:10” =1 (mod9).
Sip#0,ona:10°P-17 = (10-1)(107 1 x 14+ 1072 x 11 + .- + 10" x 1772 + 10° x 177! ; donc :
10” =1 (mod9).
2.a.0na:x=a,10"+a,110" ' +.. .+ @110  +qp et Vpe N, a,10” = a;, (mod9) ;
n
donc par somme : x = Z a, (mod9).
p=0
b. Application
Ona:1738=1+7+3+8(mod9) et1+7+3+8=19=2x9+1; donc le reste de la division de 1738
par 9 est 1. De méme, les restes de la division par 9 de 2352, 13325 et 32064512 sont respective-
ment3,5et5.0

n
Remarque En utilisant la congruence modulo 3, on établit de méme que : x = Z ap (mod3).
p=0

Exercicel.5.21. (Congruences modulo11)

1. Vérifier que:Vp €N, 107 = (-1)” (mod 11).

n
2.a. Endéduire que:x= )_(-1)”a, (mod11).
p=0
b. Application

Déterminer le reste de la division euclidienne par 11 de 1738, 2352, 13325 et 32064512.
Solution 1. Soit p un élément de IN.
Sip=0,ona:10” =1et(-1) =1;donc:10” = (-1)” (mod 11).
Sip#0,ona:10=-1(mod11); donc:10” = (-1)” (mod 11).
2.a.0na:x=a,10"+a,110" ' +.. .+ @110  +gp et Vpe N, a,10” = (-1)Pa, (mod 11);
n
donc par somme : x = Z (-1)”ap, (mod11).
p=0
b. Application
Ona:1738=-1+7-3+8(mod11); donc le reste de la division euclidienne de 1738 par 11 est 0.
De méme, les restes de la division euclidienne par 11 de 2352, 13325 et 32064 512 sont respective-
ment9,4et7.0

1.5.4.d Autour du théoreme chinois
Exercicel.5.22. (Centres étrangers groupe I-2001)
Un astronome a observé au jourJ la corps céleste A, qui apparait périodiquement tous les 105 jours. Six jours plus
tard (Jo + 6), il observe le corps B, dont la période d’apparition est de 81 jours. On appelle],; le jour de la prochaine

apparition simultanée des deux objets aux yeux de 'astronome.
Le but de cet exercice est de déterminer la date de ce jour],.

1. Soient u et v le nombre de périodes effectuées respectivement par A et B entre]y et];.
Montrer que le couple (u, v) est solution de I'équation :

35x-27y=2 (E1)
2. a. Déterminer un couple d’entiers relatifs (xy, yo) solution particuliére de I'équation :

35x-27y=1 (E2)

b. En déduire une solution particuliére (1, vo) de (E,).
c. Déterminer toutes les solutions de (E;).

d. Déterminer la solution (u, v) permettant de déterminer]1.
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3. a. Combien de jours s’écouleront entre] et]; ?
b. Le jourJ, était le 7 décembre 1999, quelle est la date exacte du jour]; ? (Pannée 2000 était bissextile).
c. SiPastronome manque ce futur rendez-vous, combien de jour devra-t-il attendre jusqu’a la prochaine conjonc-
tion des deux astres ?
Solution 1. Soit A le nombre de jours qui s’écoulent entre ], et],. u est le nombre de périodes de
Aentre]y et];, donc: A =105u.
De méme:A—-6=81lv;donc:105u=A=81v+6;dou, en divisant par 3 :

35u-27v=2.

‘ (u, v) est solution de (E,) ‘

2. a. Appliquons I'algorithme d’EUCLIDE au couple (35;27).
Ona: 35=27+8; 27=3x8+3; 8=3x3-1. Onendéduit que:

‘ 27 et 35 sont premiers entre eux. ‘

Deplus:1=3x3-8=3(27-3%x8)-8=3x2710x8=3x27—-10(35—-27) =35x (—10) —27 x (—13).
On peut donc prendre :

(x0, yo0) = (-10;-13) |

b. En multipliant membre 4 membre I’égalité précédente, il vient :

35 x (=20) =27 x (—26) = 2.

On peut donc prendre :

| (o, vo) = (—20;-26) |
c. Soit (x, y) une solution de (E;). Ona :35x—-27y =2 =35 x (-20) — 27 x (-26) ; donc:

35(x+20) =27(y +26) (L.7)

27 divise 35(x + 20) et, d’apres 2.a. est premier avec 35, donc, d’apreés le théoreme de GAUSS, 27

divise x +20. Désignons par k le quotient, on a donc: x +20 =27k et x =27k - 20.

En remplagant (x+20) par27k dans (1.7), il vient : 27(y +26) = 35 x 27k d’ot1 'on tire : y = 35k —26.

On en déduit que toutes les solutions de (E,) sont de la forme : (27k —20;35k —26) avec k € Z.
Réciproquement, vérifions que tout couple de cette forme est solution de (E,).

Pour tout entier k, on a : 35(27k —20) —27(35k—26) = =35 x20+27 x 26 =702—-700=2; donc:

Sk, ={(27k—20;35k —26) |k Z} |

d. La valeur de k permettant de déterminer]; est la valeur pour laquelle les entiers : u =27k —20
et v =35k — 26, sont des entiers naturels les plus petits possibles on déduit que k =1 et que :

|(u;v)=(7;9)|

3.a.0na:A=105uetu=7;donc:A=735.

‘ Il s’écoule 735 jours entre ]y et];. ‘

b. Entre le 7 décembre 1999 et le 7 décembre 2001 il s’écoule deux ans (dont une année bissex-
tile), c’est-a-dire : 365 + 366 = 731 jours. J; est donc4 jours aprés le 7 décembre 2001.

‘ J1 estle 11 décembre 2001. ‘

c. Deux méthodes sont envisageables.
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1" méthode

La prochaine conjonction aura lieu PPCM (105;81) jours apres]J;.
PPCM (105;81) =3PPCM (35;27) = 3x35x27 =2835 (car on a vu en 2.a. que 27 et 35 sont premiers
entre eux.)

Si 'astronome manque le rendez-vous, il devra patienter 2 835 jours
jusqu’a la prochaine conjonction des deux astres.

2¢ méthode

Soit], la date de la conjonction suivante.
Cette conjonction aura lieu pour k = 2 et on aura donc : (u; v) = (34;44) en passantde]; aJ,,ona:
Au=34-7=27.11sécoule 27 périodes de A (105 jours) entre]; et],.

Si 'astronome manque le rendez-vous, il devra patienter 2 835 jours
jusqu’a la prochaine conjonction des deux astres.

O
Exercicel.5.23. (Théoréme chinois)

Soit m et n deux entiers naturels non nuls, § leur PGCD et leur PPCM.
1. Démontrer que pour tous entiers a etb, ona:

{ a=b(modm) a=Db (modp) (1.8)

a = b(modn)

2. Soit o, p deux entiers. On se propose de résoudre le systéme :

{ x = a(modm) .9)

X =f (mod n)
Démontrer que si p — a n’est pas multiple de §, alors le systéme n’a pas de solution.

3. On suppose désormais que « et p sont multiples de 8 et on désigne par o et ' leurs quotients respectifs par 5.

a. Justifier P'existence d’un couple d’entiers (u, v) tels que : mu+ nv = 8.

b. Justifier que : { mu = 0 (mod m) { nv =38 (modm)

mu = 6 (modn) nv =0 (modn)
c. En déduire que p' mu + o nv est une solution particuliére de 'équation (1.9).
4. Résoudre I'équation (1.9).
5. Application : utiliser le résultat obtenu et un tableur pour retrouver les résultats obtenus en 3.b et 3.c de I'exercice
Centres étrangers groupe I - 2001 (exercice 1.5.22.).

Solution 1. Soit a et b deux entiers relatifs.
a=b(modm)

a=b(modn)
b - a est multiple de m et n, donc de leur PPCM ; d’ot1 : a = b(mod p).

Supposons que : { ; démontrons que : a = b(mod p).

a=b(modm)
a=b(modn)

b — a est multiple de p et p est multiple de m et n donc, par transitivité, b — a est multiple de m et
a=b(modm)

a=b(modn)

L'équivalence (1.8) est donc vérifiée pour tous couples (a, b) d’entiers naturels.

Réciproquement, supposons que : a = b(mod ) ; démontrons que : {

n. On en déduit que : {

2. On doit démontrer une implication entre deux négations.
Par contraposée, il suffit de démontrer que si le systéme a au moins une solution alors 5 — a est
multipleded. Supposonsdoncquelesystémeaunesolution (aumoins) x. Ilexistealors deux
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entiersa etb telsque:a+am=x=p+bn;doul’ontire:p—a=bn-am.
m et n sont multiples de §, donc bn — am aussi.
SiP —a n’est pas multiple de §, alors le systeme n’a pas de solution.

3. a. On sait que les nombre de la forme : mu+ nv ; sont les multiples de §, il existe donc un couple
d’entiers (u, v) tel que:
mu+nv =9.

b. mu est multiple de m donc : mu = 0 (mod m). d’aprés 2.a., mu — 6 est multiple de n, donc :
nv =0 (modm)

mu = 0 (mod n). On établi de méme que:{ v =0(modn)

)

p'mu =0 (modm) { o' nv =a(modm)

. / / P . B
c. Par produits par o’ et par ', on en déduit que : { 8'mu = B (mod n) o1y =0 (modn)

puis par sommes, il vient :
B'mu+o'nv =a(modm)
p'mu+a’'nv=p(modn)

Donc p'mu + o' nv est une solution particuliére de I'équation (1.9).
4. On déduit de 3.c. et de 1. que:

x =o' mu+p nvmodm)

_ /
(1.9) — { ¥ = o' mu+ B ny mod ) — x=do'mu+p'nv(modyp).
D’ot1 il vient I’ensemble des solutions de (1.9) :
S={ad'mu+p'nv+kp|kez} (1.10)

5. Application

Prenons comme unité de temps le jour et comme origine des tempsJ.

L'astronome a observé au jour ] la corps céleste A, qui apparait périodiquement tous les 105 jours;
donc les jours d’apparition de I'astre A sont les solutions de I’équation :

J=0(mod105).

Six jours plus tard (Jp + 6), il observe le corps B, dont la période d’apparition est de 81 jours; donc
les jours d’apparition de I'astre B sont les solutions de I'équation :

J=6(mod8l1).

Les jours d’apparitions simultanées des deux astres sont donc les solutions du systéme :

{ J = 0(mod105) (L11)

J =6(mod8l)

Onadonc: (m;n)=(105;81); (&;u) =(3;2835); (x;B)=1(0;6); (a';p")=1(0;2).

De plus:—10 x 105+ 13 x 81 =3; on peut donc prendre : (u;v) = (-10;13) ; on aura alors : o mu+
p'nv = 2106. Les solutions du systémes sont donc les nombres de la forme : 2106 + 2835k avec
keZ.O

Le théoréme chinois est le théoréme qui affirme que les solutions de (1.9) est donné par (I.10). Ce
théoreme, connu des Chinois depuis la Haute Antiquité, était utilisé pour déterminer les jours o
deux astres sont en conjonction. De nos jours, il intervient dans des algorithmes permettant a un
ordinateur de coder des nombres qui s’écrivent, en numération décimale, avec plus de chiffres
qu’autorise la capacité de la machine.
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I.5.5 Exercices

I.5.a. Démontrer que : 227 =3 (mod5)

I.5.b. Démontrer, en utilisant les congruences,
que pour tout entier naturel 7 : 24" — 2" est mul-
tiple de 7.

I.5.c. Démontrer, sans utiliser les congruences,
que pour tout entier naturel 7 : 24" — 2" est mul-
tiple de 7.

I.5.d. Soit n et d deux entiers naturels non nuls

tels que d divise n. Démontrer que pour tous
entiers relatifsaet bon a:

a=b(modn) =— a=b(modd).

I.5.e. Sans effectuer de division euclidienne, vé-
rifier que 43758 est divisible par 99.

I.5.f. Démontrer que la somme des cubes de

trois entiers relatifs consécutifs est divisible par
9.
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